MATH. SCAND. 8 (1955), 224228

UNE FORMULE D’INVERSION CORRIGEE

VIGGO BRUN

J’ai donné [1] en 1932 une formule d’inversion. Cette formule n’est
pas correcte. Il faut y ajouter un terme complémentaire dont la valeur
n’est pas en general nulle comme je 'avais supposé. Je donnerai ici la
formule de nouveau en ajoutant ce terme complémentaire. La formule
était déduite d’une formule d’inversion de M. Tambs Lyche [3]. Soit
a(x) une fonction donnée et admettant un développement taylorien pour

Il <e a(z) = x+a@®+a; 3+ ... +a, "+ ... .
Je me bornerai ici au cas ou z est réel. On cherche la fonction inverse
A(x) = 2+ A2+ Ay + ...+ A 27+ ... .
C’est-a-dire la fonction, qui satisfait & 1'équation
A(a(x)) = =

et qui se réduit & zéro pour x=0. Désignons par a(z) la fonction r fois
itérée de a(x)

a,(x) = z+oy(r)x®+og(r)ad+ ... Foa,(r)a”+ ...
ou par définition
a@) =z, a,@)=a(@), ayz) = a(a@),..., @) = a(a,,@).

M. Tambs Lyche a déterminé les coefficients cherchés 4, sous la forme
suivante:

ﬂ—"l n
— —_ r
4y = (=17 (7)) ain.
On peut donner & cette formule une autre forme, en remarquant que
al™(0) = n!a,(r).

Nous en concluons
n—1

n\1
4= X () e,
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d’ol successivement

1 1"
4, = ‘_01(0)
‘l (444 11"
A, = T 1 (0) + , 2 (0)
1 1 1 1
— (m-—l) (m—l)
Aoy = =5 00 + g O -
1
+ (‘1)’"W a3’ (0),
1 1 1 1
- (M) o (m)
A, Bim 1 0 )+ 3T im 3)' 0) — ... +
1 1 1
+ (—l)m(————l)«‘ﬁ a3?,(0) + (- 1)m+1m a2 (0) .

Nous obtenons par conséquent pour la fonction
F,(x) = v+ A22+ A28+ ... + A 2™

la formule suivante

x2 a; '(0) a(m*l)(()) meg | ATP(0)
23 " (1,"”(0) a(m)(o) m—
+:—)’—i|:(l2 (O)+ 21' w+...+‘(;;f’_'—3—)!x 3:|+...+

T [y aS(0)
# (=1 )+ e+

+ (-1 e, o).

Au moyen de la formule de MacLaurin

f@ =1 + T L0

.+

+ f(m) (())

x
1
T Sumf(m“)(x—u)du
m! m!,

]
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on obtient successivement

14 0 re 0 a,gm)(O) m-—2
al(x) —al()+a1() ..+'(‘mw +
1 x
+ (—7;&—:7 ‘ s w" 20"V (x —u)du ,
0
(m)
1 e 17224 x a2 (O) -3
ay () = Oy 0) + @, (0)1—' + ...+ (n—@——vsvxm +
l x
o3t S w™2a{™ VD (x —u)du ,
(m) 5
a’5(0) 1
AT D@ = am P () + e + = uarPw—uyde,
! L
x
a0, @) = A (0) + P udu
0

En introduisant ces expressions dans (1), il vient

2
F,(z) = x“—“l () + a,;"(x) - +(— 1)m+1a§7?—)1(w) +

+ ;zl" g“’"[@) (g)zagml)(x_“)_ (1:) (%)Sa(zm*l’(x—uH et
+=r() - du

lm F (x) = A(z)

m —> oo

Nous savons que

pour |x| assez petit. Par conséquent nous obtenons pour la fonetion
A(z), inverse de a(z), la formule

A(z) = S@x) + B(z)

e

S(z) = x~ al (w)+ a;”(x> a3 @)+ ..

(en supposant cette série convergente) et
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i = (2§ (2) (3 -

m—>oo | M! 2

(™) (—z)ga(zm+l)(x——u)+ cox () (g)’"amx-m] u).

Prenons comme exemple
z
a(x) = —-— avee O<z<l1.
z+1
Il vient ici

a,(z) = et al() = (= 1y al P (L rm) D

re +1
d’ol
2 N 2243 N 3324 .
(1+2)3 (1+2z)* (1+3zp

2 U

1+ (z—w)m+? -

(5 ) () e
_(1+2(x—-u))m+2 +...4+(-1) S T—] dul.

S(x) = x+

R(x) = lim I(—-1)"‘(m+1) §um
0

m —> o0 l

Ici on determine directement pour |x| <1 la fonction inverse et il vient
par conséquent
x 2 2293 38yt
g x+(l +x)3+(1 +2x)4+(1 +390)5+ .. +R(@=).
En choisissant =} on obtient
3 =1/22 + 1/33 + 23[4* + 33/5° + ...+ }R.

La substitution %=} donne

T e

iR =ﬂ.ﬁfl°°l(—l)m(m+l)s @—gme (d-zmer
0

(=1 (1) em-pm

+ (m+1— (m—1)¢)™+2 _dt

15*
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M. O. Kolberg [2] a trouvé que
3=1/22 + 1/3% + 2244 4 33[55 + ... +S
0

= d
(x+ 2)%+2 z-

C’est ainsi qu’il a pu constater que ma formule orginelle, sans le terme
complémentaire, était incorrecte.
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