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PROPRIETES DES SOLUTIONS
DU SYSTEME PARABOLIQUE D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

W. POGORZELSKI

1. Introduction et les formules fondamentales. Soit le systéme de
N z 1 équations aux dérivées partielles d’ordre M =2 de la forme

A( kit +lp=M _ oMy,
(1) YOy, coouy) = Y ABAmX ) — ¢
! ey ¥ o, ... O, n
1=ki+...thkp< M ok a"”“-“""u,
+ Bl k(X t) +
léi N J oz ... Ox )t
ou,
+ 2 Oa](X,t)u]——g =0
1<j<N
(x=1,2,...,N), ot uy(X,1?),...,uy(X,?) sont des fonctions inconnues
dans la région
(@) Xe; 0s<tsT.

£ désigne un domaine borné mesurable et fermé dans I'espace euclidien
E des points X (z,, z,, - . ., ,)-

Nous admettons pour les coefficients des équations (1) les hypothéses
suivantes, les mémes que dans notre travail [5] et beaucoup plus générales
que dans le travail [1].

I. Les coefficients 4,,(X,t) des dérivées d’ordre le plus élévé M sont
des fonctions complexes, déterminées dans la région fermée (2) et véri-
fiant la condition de Hélder par rapport aux variables spatiales et la

variable ¢ de la forme
(3) |Akybn(X, 1) — AR Fe(X 8)] < const. [| XX+ 8-t V]

(x,j=1,2, ... N), ou b et A’ sont des constantes positives, non supé-
rieures & 'unité, | X X,| désigne la distance euclidienne des deux points
arbitraires X et X, de l'espace E, t et ¢, sont les deux valeurs arbitraires
de Pintervalle (0, 7').

Regu le 25 avril, 1958.
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I1. Les coefficients B,;, C,; des dérivées d’ordre inférieur & M sont des
fonctions complexes, déterminées dans la région fermée (2), vérifiant la
condition de Holder par rapport aux variables spatiales

“ |Bb:-*n(X, £) — BE-Fn(X, 1) < const.| X X[
|C (X, t)—C,{(X,, t)| < const.| XX,
(x,5=1,2, ... N) et sont continues par rapport & la variable {. La con-
J p PP

dition de Holder par rapport a cette variable n’est pas nécessaire.
IIT. Conformément & la définition du systéme parabolique, donnée par
Petrovsky [3], I’équation

(5) det S AbEX ) @s)t L (is,) — 480 = 0
«,J | kit...+kn=M

admet les racines en A, dont toutes les parties réelles sont inférieures ot
égales & un nombre négatif fixé — o

(6) Re(l) = -6 <0

pour toutes les valeurs des variables réelles s,, 8, . . ., 8, vérifiant ’éga-
lité

(7) 82 +82%+ ... +s8,.2=1

et pour tout point (X, ) de la région (2); 67 désigne le symbole de Kron-
ecker. Cette hypothése exige donc d’admettre que le degré M des équa-
tions (2) est pair.

En vue des considérations ultérieures nous prolongeons arbitraire-
ment les coefficients 4,;, B,;, C,; en tout 'espace B, mais sous la condi-
tion que les hypothéses I, IT, IIT soient satisfaites et que ces coefficients
soient bornés en tout 1’espace £ pour 0<t=T.

La construction de la matrice des solutions fondamentales du systéme
(1), que nous avons donné dans le travail [5], exige de la détermination
d’abord de la matrice des quasi-solutions. Les éléments de cette matrice
sont donnés par les intégrales de Fourier

+00
1 n
(8) Wfé‘(X,t; Y,7) = (2—)-7; S v(t,r; 2,55 8) exp{iZ s,(x,—&,) }dsl ... ds,
TT % r=1
(x, =1,2, ..., N) étendues & tout l'’espace euclidien £ des variables

réelles S(s, Sy, - .., 8,). Les symboles X(x,, ..., x,) et Y(&, ..., §,) dé-
signent deux points arbitraires de l’espace E; Z désigne un point ar-
bitrairement fixé dans 'espace F, et { une valeur arbitrairement fixée a
Pintérieur de I'intervalle (0, 7'). Les fonctions
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9) o5, ...,0%  (B=1,2 ..,N)
pour f fixé forment une solution du systéme d’équations différentielles
ordinaires
d’Ug kyt...+kn=M . o
10 - = 2 A E, D) (s (s, it 2,85 S)
1<jsN

ou Z, ¢, S, = jouent un réle des paramétres fixés; on suppose
(11) 0st<tsT.

On demande, en outre, que les solutions du systéme (10) vérifient la
condition initiale

(12) lim ¥%(t,v; Z,£; S) = 8/  (symbole de Kronecker)

t—>7

On démontre (voir [5]) que les fonctions +# (entiéres par rapport aux

variables (s,, ..., s,) vérifient 'inégalité importante
(13) W2t7; 2,85 8)] < Ke¥s¥e

ol

(13") 8= (s2+...+8,2) (s, étant réelles) .

0 est la constante positive, fixée par ’hypothése (6). K est une constante
positive, indépendante des parameétres Z, £, S, . L’inégalité (13) assure la
convergence absolue des intégrales (8) et nous permet de conclure que
les éléments de la matrice (8) possédent les dérivées des tous les ordres
par rapport aux coordonnées du point X(x,, ..., x,), données par les

formules
6k1+ cotln

14 e
(14) ozl ... axn""[

WXt X))
+oo

n
R S Blt,w; 2,03 8) (is)™ . .. (is,) exp{i > s,(x,—é',); ds, ... ds, .

(275)”_00 v=1

Les intégrales (14) sont absolument convergentes pour toutes les valeurs
non-négatives des entiéres k,, k,, ..., k,. Remarquons, en outre, que
les fonctions v?, d’aprés les équations (10), admettent les dérivées par
rapport & la variable ¢, qui aussi vérifient I'inégalité de la forme (13),
donc les intégrales (8) sont aussi dérivables par rapport & la variable ¢.

En s’appuyant sur les égalités (14) et sur le systéme (10), nous en con-
cluons que les N suites (=1, 2, ..., N) de fonctions

: z,
(15) WZt, WES ..., Wi
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formes par les éléments de la matrice HW Y|, présentent N solutions du
systéme d’équations suivantes
ky+. . Akp=M aMW ) WZ,C
(16) Afyn2, 0 - -t =0,
1 S]Z; N [P axnk” ot

ol les coefficients sont fixés au point (Z, {) arbitrairement choisi. C’est
pourquoi nous avons appelé les suites (15) — quasi-solutions du systéme
(1) et la matrice des éléments (8) — matrice des quasi solutions du
systéme (1).

On peut montrer (voir les travaux [5] et [1]), en s’appuyant sur un
théoréme de Gelfand-Chilov [2], que les éléments de la matrice des quasi-
solutions vérifient les inégalités

a7 WG T < — XK ]

(t— )n/M exp [ - ( )1/(M -1)

ouqg=M|M ; C,c sont des constantes positives indépendantes de Z,¢;
X,Y sont deux pomts arbitraires de ’espace E, et 0<7<t<T.

De I'inégalité (17) résultant les limitations suivantes aux singularités
séparées (voir [5]), si X+ Y, t< 1,
const. 1

18 Z4X t; Y, ,
(18) [Wes (X, 7)| < (=) (X[

const. (£ — )¢

’ Z, ¢ . .
(18 \WZH(X,t; Y,7)| < T

ol u est une constante arbitrairement choisie & 'intérieur de I'intervalle
(0,1), sin=M et O<pu<nM-1, si n<M, u' — une constante positive
arbitraire. D’une fagon analogue, d’aprés la formule (14), nous avons
obtenue la limitation suivante pour les dérivées spatiales d’ordre m quel-
conque des éléments de la matrice (8)

XY
(19 |Dx™[WZH(X,t; Y,o)]| < Cul 2]
X ap

m
(t — 7) t20/M exp ( - (t—7)V-m|

C,, et c,, étant des constantes positives, indépendantes de Z, . Il en résul-
tent les limitations aux singularités séparées

const. 1
(t—7)* | X Y|ntm-Mp ’

(20) [Dx™[WZHX t; Y,7)]| <

const. (£ — 7)¥
IX Y1n+m+Mp' ’

(20°) IDx™[W#HX,t; Y,7)]| <
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ou O<pu<l,sintmzMet O<pu<(n+m)M,sin+m<M, " >0, X+7Y.
Nous ferons 'usage dans les considérations ultérieures des inégalités (18)
et (20), si |[XY| - 0, et des inégalités (18') et (20'), si | X Y| — oo.

D’aprés le travail [5], les éléments I',,(X,t; Y,7) de la matrice des
solutions fondamentales sont donnés par la formule?

(21) T Xt Y0) = WH(X ¢t Yo) +
t
+ (A WK 1,0 1,25 ¥oo) dild:
T Bim v=1
ol X(x,, ..., z,) et Y(&, ..., ¢&,) sont les deux points différents, arbi-
traires, de I'espace F et v <t — deux valeurs arbitraires dans l'intervalle
(0, T'). Les fonctions @4, Dy, . . ., Dy, des couples I1,¢ et Y,7 (ol 7<)

forment pour chaque g fixé une solutlon du systéme d’équations intégrales
de Volterra

(22) P4X,1; Y1) = )Xt[ 5Kt V)] +

+ § SSS PRy (WENX, 5 L)) Bp(ILC; Yyr) dTTAL

B ?=1
(x=1,2,...,N),ou ¥, ])X «(%;) désigne une opération différentielle sur le
systéme de fonctlons u; (U, Uy, . .., uy) par rapport aux variables X,¢,

définie par les formules (1); Y, v jouent un role des parametres fixés.
La formule (21) fait connaitre les N systémes de fonctions

(23) Flﬂ(X:t; Y’T); '-';FNﬁ(X:t; KT)

qu’on obtient en substituant f=1, 2, ..., N et qui vérifient le systéme
d’équations données (1)

(23') (a)t[Flﬁ(X t; Yr); . ;FNﬂ(Xat; Yr)]=0

(x=1,2,...,N)si X+Y;0<t<t<T.
Nous avons démontré dans le travail [5], que les solutions du systeme
d’équations intégrales (22) vérifient les inégalités

const. 1

(24) |¢aﬁ(X>t; Y,T)] < (t— ‘L’)’“ * IX Y"H’M(l—lll)“hl )

si | XY <R0, 1—hM-1<u,<1 et les inégalités

1 Nous désignons dans ce travail par le symbole d’intégrale triple — I'intégrale de
volume dans 1’espace & n dimensions, dII désigne 1’élément de volume au point 7.
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const. (£ — 7)*1
I X YIn+M wr

si |XY|>R, (uy>0), ot hy=min (h, 2h’) (voir les inégalités (3)), R, est
un nombre positif fixé arbitrairement.

(24) 1P4(X,t; Y,7)| <

2. Limitations des solutions fondamentales. Kcrivons, d’aprés la
formule (21),

(25) F«xﬂ(Xft; :Y:T) = Wg;’t(XJ; KT)+Waﬂ(X’t; Y,T) ’

en posant
¢ N

26) WXt Yo = { ((§ S wies mo o018 voana .
r Ean?=1

En tenant compte des inégalités (18), (18"), (24), (24’), nous en déduirons
(voir [5]) pour la fonction (26) la limitation suivante

const. 1
(t — t)#ﬂq—-l ‘ | X Y|n—M (ptp1—1)—hy

(27) W o(X,t; Y,7)| <

8l [XY|2 R, et
, — . const. (t— 7)|*
27) [Wap(X,t5 Y1) < X T

si | XY|> R, Nous voyons que les singularités de la limitation (27) sont
plus faibles que celles de la limitation (18), nous aurons donc

const. 1
28 I (X,t;7, . X Y),
( ) | aﬂ( Yy ,‘C)I < (t——T)“ [XYI"—M" ( :‘: )
8l |[XY|S R, et
t. (t—7)¥
(28") DX b5 T < 22 7)

X Y[n+Mll;7 ’

8l | XY|>R; ou O<u<1, dans le cas n =M et 0<pu<nM-1, dans le cas
n<M, u' est une constante positive quelconque.

D’aprés nos études [5], la fonction (26) admet les dérivées d’ordre
m <M —1 par rapport aux coordonnées du point X, données par les
formules

(29) Dx™[W,(X,t; ¥,7)]

4

-§41S Zli'DX(’")[va’c(X’t; I,6)) @,(I1,¢; Y,7) dITdL
g =

T



PROPRIETES DES SOLUTIONS DU SYSTEME PARABOLIQUE D’EQUATIONS 243

en tout point X + Y, pour 0< v << T'; les intégrales (29) sont absolument
convergentes, d’aprés les limitations (20), (20’), (24), (24’). En s’appuyant
sur ces limitations, nous arrivons d’une fagon connue & I'inégalité

const. 1
(t _ T)/H—m——l . |X Y"n+m——M(/x+m—-1)—h1 ’

(30) | Dx™[W 4X,t; V,7)]| <

si |[XY|<R,, et & I'inégalité
— const. (£ —7)¥
4 (m) . -
(30) IDXm[Wuﬁ(X’ty Y’T)]l < IXYI,,H_"H_M”' ’
si |XY|>R, Nous en déduirons les limitations suivantes pour les déri-
vées d’ordre m < M —1 des composantes des solutions fondamentales

const. 1
(m) . .
(31) DXL (Xt Yoll < 6 gy
8l | XY|S R, et
t. (f — 7)#
(31) DA™y (X 4 Yo < SO 7)

_lﬁl?wan' ’

8i [XY|>R,y; (' >0). Les singularités de la limitation (31) seront faibles
dans le cas m < M, si nous choisirons la constante u & 'intérieur de I'inter-
valle

mM1<u<l (m < M),

sint+m2Met mMl<u<(n+m)ML, sint+m<M.

3. Intégrales analogues a I'intégrale de Poisson-Weierstrass. Soient les
intégrales de volume

. N
(32) J (X, t, 1) = SRS ST, (X .t Y,0) g,(Yi7) dY
5 =1

olt g4(Y,7) sont des fonctions déterminées et intégrables dans la région
fermée

(32) Yel; 0st=sT.

Les fonctions (32) (x=1, 2, ..., N) sont déterminées en tout point X
de Yespace £ pour 0<t<?{<T et présentent une solution du systéme
d’équations (1) dans cette région

YOI, Jg ooy dy] =0

(x=1,2,...,N). Les intégrales (32) sont analogues & l'intégrale de
Poisson-Weierstrass dans la théorie de I'équation de chaleur.
Les intégrales (32) possédent la propriété limite suivante.
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THEOREME 1. S8i les fonctions g4(Y,7) sont comtinues dans la région
Jermée (32'), les intégrales (32) tendent vers les limites

(33) limJ (X,¢,7) = 0(X,?)

T—>1

uniformément par rapport & X en tout domaine fermé Q* situé a Uintérieur
du domaine Q.

DimonsTrATION. Kerivons, d’aprés la formule (25),

(34) J (X t,7) = J (X, t,t)+J(X,t,7),

ou
» N

(34) J (X 1, 7) = S | 3 WX b Vo) oY) aY
=1

HX 8 Y,T) 0p(Y,7) d

bm Ry

n[\,,2

(34") J(X b, 7) = S

P

La premiére intégrale (34') était étudiée dans notre travail [5], oi nous
avons démontré la propriété limite

(35) limJ' (X,¢, 1) = p,(X,1) (x=1,2,...,N)
T>1
la tendance vers la limite étant uniforme dans tout domaine fermé Q*
gitué & l'intérieur du domaine Q.
Pour étudier la seconde intégrale (34'’), il suffit d’appliquer la limita-
tion (27) des fonctions W. Nous aurons alors

(36) (Xt 1) < const. Suple SSS | i

el n—M (utpr—D—h1 ’
(t—1) XY

ol O<pu<l, 1—h M-1<pu,<1. Or, la constante u, étant fixée dans I'in-
tervalle ouvert (1 — A, M -1, 1), on peut toujours choisir la constante positive
u suffisamment petite, pour qu’on ait

p+p—1 < 0;
ensuite, d’apreés le choix de y,, on a toujours
n—Mp,—1)—hy < n,

et l'intégrale de volume dans I'inégalité (36) est bornée. Nous en con-
cluons la propriété limite
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(37) limJ(X,t,7) = 0,
T>1

la tendance étant uniforme dans tout le domaine Q.

Les résultats (35) et (37) confirme la thése (33) du théoréme 1.

D’apreés la limitation (28'), la propriété limite (33) est vraie de méme
pour les intégrales de la forme (32), étendues en tout 'espace E, les fonc-
tions g4( Y, ) étant continues et bornées dans l'espace K.

Si les fonctions g4( Y, 7) n’étaient qu’intégrables dans le domaine £, on
ne peut pas affirmer I'existence de la limite (33), mais en tout cas, d’aprés
la limitation (28), les intégrales (32) vérifient I'inégalité

const. sup |gg
-z

Pexposant u étant une constante positive, arbitrairement petit. Nous
signalons encore, sous 'hypothése que les fonctions g, soient intégrables,
que les dérivées spatiales d’ordre m < M des intégrales (32), d’apreés les
inégalités (31), admettent une limitation

(38) I/ (X,t,7)] <

const. sup |gg|
(t—7)"

a faible singularité, si = — ¢, la constante u, étant choisie & I'intérieur de
Pintervalle (mM-1,1), si n+m=M et & lintérieur de lintervalle
(mM-1, (n+m)M-1), sin+m< M.

(38") IDx™[J (X1, 7)]| <

4. Potentiel de charge spatiale et ses dérivées. Nous appellerons poten-
tiel de charge spatiale, relatif au systéme d’équations (1), une suite de ¥V
fonctions {V,(X,t)} données par les intégrales de volume

(39) V.(X,0) = < SSS é:’ I'p(X,1; Y,7) 04 ¥yr) d¥ de

(x=1,2, ..., N). Les N fonctions de la suite {g,(Y,7)}, dite densité de la
charge, sont déterminées, bornées et intégrables dans la région bornée

(39" YeQ; 0=st=T.

D’aprés la continuité des fonctions I',; et la limitation (28), les compo-
santes (39) du potentiel sont continues dans tout 'espace E pour 0S¢t < T
et vérifient les inégalités

(40) [V, (X,t)| < const.t!~#-sup|gs|

Dong ces composantes tendent vers zéro, si ¢ — 0.
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THEOREME 2. Si les composantes g5(Y, 7) de la densité sont bornées et
intégrables dans la région (39'), les composantes (39) du potentiel de charge
spatiale admettent les dérivées spatiales d’ordre m < M — 1 continues en tout
point de Uespace E, données par les intégrales absolument convergentes

: N
an  Dxmv (%01 = | (] 3 D, (s 101 av e
0o o T

La démonstration de ce théoréme est analogue & la démonstration don-
née pour le quasi-potentiel dans notre travail [2] et repose sur les limi-
tations (31) aux faibles singularités, si m < M —1.

Nous concluons encore que ces dérivées vérifient les inégalités de la
forme

(42) |Dx™[V,(X,t)]| < const.t!=#-sup o4,

sup gy désignant la plus grande des bornes supérieures des fonctions
logl, 1 est choisi & 'intérieur de U'intervalle (mM -2, 1); donc les dérivées
(41) tendent vers zéro, si t — 0.

L’existence des dérivées spatiales bornées jusqu’a 1'ordre M —1 nous
apprend que les fonctions (39) et leurs dérivées spatiales jusqu’a 1’ordre
M —2 vérifient la condition de Lipschitz par rapport aux variables
X(2y, - ..,x,) dans le domaine [2; (0, T')]. Intégrabilité des fonctions
04(Y, 7) n'est pas suffisante pour en conclure l'existence des dérivées des
fonctions (39) et (41) par rapport & la variable ¢ & I'intérieur du domaine
£2, mais nous avons alors le théoréme suivant.

THEOREME 3. Si les fonctions de la densité {p,( Y, v)} sont bornées et inté-
grables dans le domaine [2; (0,T)], les composantes (39) du potentiel de
charge spatiale et leurs dérivées spatiales d’ordre m < M vérifient dans le
domaine [2; (0,T)] les conditions de Holder relativement & la variable t des
formes suivantes

(43) |V (X, )=V, (X,t)| < const. supleg|-[t—t,|°,
(44) | Dx™[V (X,8)]]-Dx™[V,(X,t)]| < const. sup|gy|- [t_t1|0(1-MM-1)
(m=0,1,...,M—1; x=1,2, ..., N), 0 désignant une constante positive

arbitraire, inférieure @ Uunité, si m+n=M et 0<O<n(M—m)?, si
m+n <M, les coefficients constants positifs ne dépendent des fonctions gg.

DimonsTRATION. Nous ne démontrerons que la propriété (44), la
démonstration de la propriété (43) est analogue et plus facile. D’apres la
formule (21), nous pouvons exprimer les composantes (39) du potentiel de
charge spatiale sous la forme des sommes
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(45) VoX,t) = VXX, )+ VENZX, L)

des composantes des deux quasi-potentiels

(46) VXX t) = SSSZWz;’X,t,Yt)gﬂ(Y‘r)der,

-O(Y)

N
@) VX = S“ J WAt IT0) o I1,¢) AT,

L =
Eun

~

Ot/},. O Cwry o

de densité donnée {g4( Y, )} et de densité {g,(I7,{)} exprimée par les for-
mules

N
2, (1,85 Y, 7) 0p(Y,7)dY dr .

4
(48) GIT,0) = S {5}

m

D’aprés les propriétés (24) et (24), les fonctions (48) sont continues et
bornées en tout I’espace E pour 0= <T'.

Etudions d’abord les dérivées spatiales des fonctions (46). Ecrivons
donc, en supposant ¢, <¢,

(49) Dx™[V*(X,t)]—Dx™[V*(X,t,)]
13
N
= SSS S D™[WYHX L Y,0)] gp( Yyr) dY dv +
;1 2AY) =1
51

N
+ {0 2 emir e s Vo) - DX s T o Vo)V e
tyl“ p=1

La premiére intégrale, J,, de la somme (49), d’apres la limitation (20),
vérifie 'inégalité
(50) |/;] < const. sup|gg| - [t —t,|1#,

ol px est une constante arbitrairement choisie dans l'intervalle ouvert
(mM-1,1) si n+m=M et dans lintervalle ouvert (mM L (n+m)M-1) si
n+m < M, la constante positive ne depend des fonctions g,.

La seconde intégrale, J,, dans la somme (49) nous décomposons en
deux intégrales

(61) Jy=Jy +J5

étendues au domains A4’ =4 x 2 (commun au domaine 2 et & la sphere 4
de rayon r,, de centre X) et au domaine extérieure 2 —A4’. Remarque
faite de la limitation (20), nous aurons
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121

. sup |gg| dr aY
(62) I3 < const.g 0 _';)M SSS XY < const. sup[gﬁ[.rgluz—m
P!

a4

o mMl<u,<l,sim+nzM et mM-1<u,<(m+n)M-1,sim+n<M.
Pour limiter la seconde partie de la somme (51), remarquons que la
dérivée par rapport & la variable ¢ de la dérivée spatiale d’ordre m de la
fonction W, admet, d’aprés (10), la limitation de la méme forme que la
dérivée spatiale d’ordre M +m de la fonction W, nous aurons donc, en
tenant compte de l'inégalité (20),
const. 1

(53) lpxz('"“)[Wz;’T(X’t; Y, 7)) < (=) (X T

(0 <ug<1). Nous en concluons

aYy

(54) |J§—A'| < constv. Suplgﬁl'lt-—tll SSS W@

Q-4
< const. sup [gﬂ| <t =ty [rﬂ’ (ug=1)—m LM(,,a_l)_m] ’

L désignant le diameétre du domaine 2. Nous posons maintenant
r, = const. [t —1;|*
en choisissant la constante positive « de fagon que
1—[M(l—pus)+m] = (Mpug—m)ox > 0,  py = g,
et nous aurons «=1/M. Il en résulte que la différence des dérivées (49)
vérifie I'inégalité de Holder
(55) | D™V (X,]= Dx™IVE(X )] < consb. sup|gyl- i~ 20-msr™,

ou 0 désigne une constante positive arbitraire, inférieure & l'unité, si
m+n=M et 0<O<n(M—-—m)L, sim+n<M.

D’une facon tout pareille on étudiera les dérivées des intégrales (47)
étendues & tout 'espace E avec telle différence que maintenant, pour
obtenir une limitation de l'intégrale étendue au domaine ¥ — A4, il faut
profiter des inégalités (20) et (20’). En remarquant encore que la fonction
(48) vérifie 'inégalité

(55") s%pléy(ﬂ,é‘)l < const. {1=#-sup |g4( Y, 7)|
Q
nous arriverons aux inégalités pour la différence des dérivées d’ordre

m < M des fonctions V**(X,t) de la méme forme que (55). Il en résulte
la thése (44) du théoréme 3.
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Si les composantes de la densité {g,(Y,7)} ne sont que bornées et in-
tégrables, nous ne pouvons en conclure P'existence des dérivées spatiales
d’ordre M du potentiel (39), mais nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 4. St les fonctions gu( Y, 7) sont bornées et intégrables dans le
domaine [Q2; (0,T)], les dérivées spatiales d’ordre M — 1 des composantes (39)
du potentiel de charge spatiale vérifient dans le domaine [Q; (0,T)] la condi-
tion de Holder par rapport aux variables spatiales

(56) |DxMDV, (X, )] - DxP-V[V (X}, 8)]] < const. sup o, |XX,|,
Q
0 désignant un nombre positif arbitraire, inférieur @ Uunité.

D#MONSTRATION. De méme que précédemment, nous décomposons les
fonctions (39) en sommes des intégrales (46) et (47) et nous étudierons les
intégrales (46). Ecrivons donc

(57

SS

DDV (X, 1)]—DxM-D[V (X,,1)]

1

)
N
S (D M-D[WEN(Xt; Y,0)]— Dx™M-D[WL (Xt Y,0)]} op( Y1) dY de
B=
0 «AY) _ IK'+IQ'K' ,

ou IK" désigne I'intégrale étendue au domaine K’ commun au domaine
Q et & la sphére K de centre X et de rayon 2|XX,|, I2-K désigne I'in-
tégrale (57) étendue au domaine extérieur 2 — K’. D’apres la limitation
(20), nous aurons
31X X4l
(58) |[IX'| < const. sup jo,| \ rMu=M
0
= const. sup|g,| - | X X, |Mr—2+1 (I-M1<u<l).

Pour limiter I'intégrale I2-K', nous écrivons, d’aprés le théoréme des
accroissements,

Dy M-D[W 55X t; Y,0)] = Dy MO W5 (Xt Y,7)]

N
0 ,
= D1 DyWDWEH(Xt Yol (z,—2,),
v=1 axv Xt
ou (x,, ..., x,) désignent les coordonnées du point X, et X, désigne un
point du segment X X,. Remarque faite de la limitation (20) pour m =M
et de I'inégalité
X Y1 XY] > &,

si Yef— K, nous aurons l'inégalité

Math. Scand. 6. 17
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(59) |DxMD[W 57X, t; ¥,7)] - Dx™-D[W 5 (X85 Vo)l

const. | XX,
< .
(t—T)# | XY |[n+Ma-n)

vraie, si Ye Q2— K. 1l en résulte la limitation

, ay
(60) |I?-K| < const. sup |4l * | X X, SSS Wm
oiK
L
. dr
< const. sup |gy| | X X, | A

2| X X4
< const. sup |gg|* [ XX, [1-MA=0  (1-M1<pu<1).

En rapprochant les résultats (58) et (60), nous en concluons la limita-
tion

(61)  [DxMV[V (X,8)]—DxM-D[V,(X,1)]| < const. sup|gy|. [XX,|°,

0 étant une constante positive arbitraire, inférieure & 1'unité. D’une
facon tout pareille on étudiera la différence des dérivées des intégrales
(47) et one arrivera & la thése (56) du théoréme 4.

5. Etude des dérivées d’ordre M du potentiel. Si m= M, on ne peut
pas choisir la constante positive x4 dans la limitation (31), pour qu’on ait
alafoisO<u<letn+m—Mu<n.

La recherche des dérivées spatiales d’ordre M (égal & P'ordre des équa-
tions (1)) des composantes (39) du potentiel exige donc des considéra-
tions plus délicates que pour les dérivées d’ordre m <M. Nous avons
démontré dans le travail [5] que si les composantes de la densité g4(Y,7)
vérifient une condition de Holder

(62) log( Y, 7) —05( Y3, 7)| < comst.|Y Yy|t

(0<h,<1) et sont continues par rapport & la variable v dans le domaine
[YefR; 0= v< T, alors les composantes (46) du quasi-potentiel admettent
les dérivées d’ordre M, données par les intégrales absolument convergentes

¢
(63) DO0[V2(X,0] = | DxODLI(X, 1, v))de

0

ott la fonction J/, est donnée par (34') et l'on a
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(64) Dx™[J(X,t,7)]

N
‘—’ﬂ%: Qﬂ(Xs"){ - SS DX(M‘l)[ng”(X,t; Q,7)] cosv; dog +
= o

+(oxoowiyrae vopar] -
2k pP-Xx

N
+ 2o X0) {[§ (Do es v -

o}

~ (DxMWE (X, t; Y,0))p_x} dY +

N
+ 1§ 2 Dao00w s Yoo o Vo) (X 47

ou K’ désigne la surface de la sphére K, de centre fixé X, située & I'in-
térieur du domaine 2 et contenant le point X & son intérieur; »; désigne
Pangle que fait la normale & la surface K’ avec ’axe d’une telle variable
x; par rapport & laquelle on a différentié, en passant de la dérivée D xM-1
3 la dérivée D ™. Nous avons démontré (voir [5]) que la somme (64)
vérifie I'inégalité a faible singularité

c
(65) IDODLT (X, 8, 7)]] < —22,

(t-2)"
u étant choisi & l'intérieur de I'intervalle
(66) 1-h M1 <pu<l,
ol hy =min(h,h,); Cx, est une constante positive fixée au voisinage du
point X,
D’apreés les formules (34'), nous pouvons écrire aussi

t

. N
(67) Dx™[V¥(X,t)] = 5 m éIDX(M)[WOf;"(X,t; Y,o)] oY1) d¥ dr;
0 0 B

cette intégrale n’est pas, en général, absolument convergente.

Il reste & étudier les dérivées d’ordre M des intégrales (47) qui ont la
forme des composantes du quasi-potentiel de densité (48). Dans ce but
nous démontrerons d’abord le théoréme auxiliaire suivant.

THEOREME AUXILIAIRE. Si les fonctions g4(Y,7) sont bornées et inté-
grables dans la région [YeQ; 0<t<T], les fonctions (48) vérifient dans
cette région une condition de Holder de la forme
(68) |6,(I11,8) =@ ,(11, )| < const. sup|og| - [TT1T,|™,

17*
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ot hy=min(h,2h'), 0 est une constante positive arbitraire, inférieure a
Punité.

DfmoNSTRATION. Les N solutions du systéme d’équations intégrales
(22) sont données par les formules

(69) D 4X,t; Y1) = f (X85 Y,7) +

T

(
+ S i0Y 30X, IT,0) f0T,¢; Vo) dY de,
g =t

ol les noyaux résolvants N,,, étant les sommes de séries absoluments

convergents (voir [5])

ay?

(70) N, (X,t; Y,r) = 3 NO(X,1; I7,0)
v=0

(NQ=N,,), sont déterminées par les relations de récurrence
t

N .
(11)  NCD(X,¢; I,¢) = 25 SSSNM,(X,::; Z,s) N§)(Z,s; IT,¢) dZds .
E

14

é=1 §
On a posé
(12) N (X, t;I1,C) = PQIWEE WL, . Wikt
kyt.. Akp=M aMWI-I’C(X,t; H, C)
= X [AL (X 0 —AG L] — -
1<j<N ox,t ... Oz,
1skyt...+kp<M _— ak1+---+kn
X B g MRS L) +
1§§N v Ok .. Ox n -
+ 2 C (X, t) WRNX,t; ILE) .
1<jsN
(72") Fup Xt Y1) = N (X 85 V7).

Nous avons démontré, en s’appuyant sur les inégalités (3) et (20), que
les fonctions (72) admettent une limitation a faible singularité de la méme
forme que (24) et (24'):

const. 1
(t _ T) 1 |X y|n+M (A—p1)—h1
1=hM1t <y <1).

(7127) [N 4X,t; Y,7)| <

D’apres Iégalité (69), nous décomposons les fonctions (48) en sommes
des deux termes, dont le premier a la forme

Sape N
(73) gt = {\\§ 3 £,011.05 ¥o) gy ¥y a¥ de.
0 o) A=t
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11 suffit d’étudier le terme (73), puisque I'étude du second terme est
analogique. Soit donc une sphére K de centre IT et de rayon 2|I1I1,],
11 et 11, étant deux points arbitraires du domaine 2. Nous décomposons
la différence des intégrales (73) en sommes des intégrales

(714) @, (I1,0)—g,(T,0)

= § i Eiv o105 ¥,0)— £y, £ ¥,7)] 0p( ¥y7) d¥ d +
o K "

x

T
+ VW 2 s vy g1t X0 0y ¥y a¥ e

0 o~k P71

étendues au domaine K'=0 x K et au domains Q— K’ extérieur i la
sphére K. La premiére des intégrales (74), que nous désignerons par I, f’,
vérifie, d’apres la limitation (24), 'inégalité

3|11,
(75) IIX'| < const. sup|g,| - g =M A-u-1 g,

(]
= const. sup |og|* |HH1‘h1—M(l—m) .

Pour limiter la seconde des intégrales (74), que nous désignerons par
1 f"K', nous allons chercher d’abord la limitation des différences sous le
signe de l'intégrale.

En s’appuyant sur les inégalités admises (3), (4), sur les limitations (20)
et analogues aux inégalités (59), nous obtenons, d’aprés la formule (72),

const. |ITIT, |
(=) [TY |

const. |I111,) const. |11,
(&—T)" ' | HY|n+(M +1D)A~po)—h (¢- T)M'G : |7 Y|n+(M+1) A-w'o—h)

(76) ‘fyﬁ(”}C; Y9T)—fyﬂ(nlyc; Y,T)l <

en profitant de I'inégalité |I1,Y|/|[IY|>}, si YeR—K; u, g, u, sont des
constantes positives arbitraires, inférieures & I'unité. 11 en résulte

(77)  [I27K| < const. sup |g,| - [[ITIT,|*" M
+ l HH1|1+h—(M +1) (1—#0) + | HH1|1‘(M+1)(1—M’o—h’)] .

. . . ’ .
En choisissant les constantes arbitraires p, uy, o dans les intervalles

h+1 1

<pg<1l; 1—h-— < py < 1
T Mo M1 Mo

h
(78) l_ﬂ <u<l;, 1-
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nous concluons la limitations
(79) [IZ7K| < const. sup|oj| - |1TIT,|™

(0<0<1). En réunissant les résultats (75) et (79), nous voyons que
Yintégrale (73) vérifie la condition de Hélder de la forme

(80) l6,(I1,£) — g, (IT;, )| < const. sup|e,| - 1111, "™,

0 étant une constante positive arbitraire, inférieure & 1'unité. L’étude
analogique de la seconde sommande de I'intégrale (48) fournit la condi-
tion de Holder avec I'exposant non inférieur & I'exposant (80), il en
résulte la thése (68) du théoréme auxiliaire.

THEOREME 5. Si les coefficients des équations (1) vérifient les conditions
I, 11, I11 et les composantes de la densité {o5(Y, 1)} — la condition de Holder
par rapport aux variables spatiales

(81) los(Y,7)—o(Yy,7)| < const.|Y Y|t

(0<h,<1) et sont continues par rapport a la variable t, alors les compo-
santes du potentiel de charge spatiale (39) admettent les dérivées spatiales
d’ordre M, en tout point intérieur XeQ pour 0<t<T, données par les
Jormules

=1

o ]

N
| 3 DLo0WE (X85 Vo) gp(¥,r) A dr +
Y)

=™

(82) D[V (X, 1] = |
0

|

o les intégrales ne sont pas, en général, absolument convergentes.

+

b2

Il
_

DWW (X, ¢; IT,0)] 6,(IT,¢) AITdL

D ”

S

DimonsTrATION. La formule (82) résulte de la formule (63) pour les
dérivées d’ordre M du quasi potentiel, résultant de la décomposition (64)
et de la limitation (65) & faible singularité. En outre il faut s’appuyer
sur le théoréme (68). Nous signalons encore que la seconde des intégrales
(82) a bien le sens, d’apres la limitation (20’) des dérivées des quasi-solu-
tions et I'inégalité (55').

TaEOREME 6. Si les conditions du théoréme 5 sont satisfaites, les compo-
santes du potentiel (39) admettent les dérivées par rapport d la variable ¢
données par la formule
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0
(83) = [V.(X.0)]

. N 5
= @0+ { | S whr s ven g (v avae +
£

N
ra.@+ {((( >

0 E@ =1

= (WENX,t; IT,0)] 6,11, ¢) dITde

en tout point intériewr X du domaine Q, pour 0<t<T.

DiiMmoNSTRATION. Le premier (46) des deux quasi-potentiels (45) vérifie
Péquation aux dérivées partielles (16), ou il faut remplacer Z,{ par
Y,z. Donc Iintégrale réguliére (v <1?)

N

0o, 0
69 @) = (({ 3 S Yo, (En ay,
o A=1

d’apres la limitation (65), vérifie 'inégalité & faible singularité

const.
¢t—o"’

ol 1 -h M1<pu<l; hy=min(h,h,), le point X étant fixé & I'intérieur
du domaine Q.

En s’appuyant sur cette propriété et sur la propriété limite (35), on
peut montrer d’une facon analogue que dans notre travail [4] (pages
37-40), que la dérivée par rapport & la variable t de la composante (46)
du quasi potentiel s’exprime comme il suit

<

0
(85) l a_t [Jac (Xr t? ’L')]

t

o_,
lim J'(X, ¢, 7) + g ST, 0] de
T—>1 o

t

0
e X0+ | S WLX dr,
0

i

0
(86) % [Vi(X,1)]

Il

ce qui est en accord avec la régle classique pour les intégrales régulieres.
On obtiendra la formule analogue pour la deuxiéme intégrale (47) et on
arrivera & la formule (83), ou la fonction g, est donnée par I'expression
(48).

THEOREME 7. Si les conditions du théoréme 5 sont salisfaites, le poten-
tiel de charge spatiale {V (X,t)}, donné par les formules (39), vérifie le sys-
téme d’équations
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(87) POVUX,L), ..., Vy(X,0)] = —ou(X,1)

(x=1,2, ..., N) en tout point intérieur X du domaine 2 pour 0<t<T;
P® désignent les opérations différentielles, définies par les formules (1).

DimoNsTRATION. D’aprés les égalités (41), (82), (83), nous aurons

(88) POIVYX,L), ...; V(X 0)] = —ou(X,t)—8.(X,0) +

+S SSS,,Z PRUWE(X,t; V), ... W (XLt Y,0)] 0p(Yo7) dY d
Ot!)(Y) B

+ ({2 v@uwiax.omo), .. wiiX,e; mo 6,0 diTdc
0 Bt

En substituant & la place de la fonction g, resp. g, 'expression (48) et
en remarquant que les fonctions sous le signe des intégrales (48) et (88)
admettent les singularités faibles (72''), nous pouvons changer ’ordre
d’intégration et nous aurons

(89) P@IVX,0); ...; Va(X,0)] = —ou(X,0) —

t
N A
_ S m g (B4, 1; V1) = PR IWEX, b5 Vi), ..., WEHX,t; V7))

: N
-\ 2 Peuwn i s mo, . WEAE 4 1,01 0,001, ¢: ¥ojarasy

Eam? r=1
c0p(Y,7)dYdr

(x=1,2, ..., N). Or, les fonctions @,; forment les solutions du systeme

d’équations intégrales (22), donc tout le terme intégral dans 1’égalité (89)
s’annule et nous arrivons au systéme d’égalités

POVX,); ... V(X 0)] = —o.(X,1)

(x=1,2, ..., N), c.a d. la thése (87) du théoréeme 7.
Les équations (87) sont analogues & 1’équation de Poisson dans la
théorie classique du potentiel.

THEOREME 8. Si les coefficients des équations (1) vérifient les conditions

L II, 111, si en outre la densité continue {o4(Y,7)} vérifie la condition de

Holder
(90) log(¥,7) —0s(¥y,7)] < %] Y Yy (0 < B, < 1)

dans le domaine borné Q2, pour 0< v T, alors les dérivées spatiales d’ordre
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M des composantes (39) du potentiel de charge spatiale vérifient la condition
de Holder de la forme

(91) |DX(M)[V0‘ (X, t)]_DX(M)[Va(Xl, tl):”
< (C1 M, +Cyx,) [ XX, "+ |t —t, | HR+ID)

dans tout domaine fermé Q* situé a Uintériewr du domaine Q pour
£,0,€(0,T) ou h,=h, si h,<h =min(h,2h") et h,=0h,, si h,2h; 0,0’
sont des comstantes positives arbitraires, inférieures a Vunité; C, et C,
désignent les constantes positives dépendant du domaine Q%, M ,=sup |g|.

DimonsTrATION. D’aprés la décomposition (45), il suffit d’étudier les
dérivées d’ordre M du quasi-potentiel (46). Conformément aux trois
sommes du membre droit de 1’égalité (64), nous décomposons la dérivée
d’ordre M du quasi potentiel en trois sommandes

(92) D MOVEX, )] = A(X,8)+ Ay(X,8) + A4(X, 1) .

Etudions d’abord I'intégrale

t

+ N
93) 4X.0) = | 3 o)X, 7)

\S DM-D[WEH(X, t; Q,7)] cosy, dog +
p=1
0

..

K
+§ SDYW)[WP’X,t, Yo1dY ! dr.
o Kk P=X

On peut toujours admettre que le point X dans le domaine 2% coincide
avec le centre X, de la sphere K et que le rayon fixé R de cette sphére
est suffisamment petit pour que cette sphére soit situé dans le domaine £2.
11 suffit d’étudier le cas ol le second point arbitraire X, du domaine Q2
se trouve & une distance | X X,| du centre X ; de la sphére K non-supérieure
a $Rx. Nous nous appuyons alors sur les inégalités (20), (59) et analogue
pour les dérivées d’ordre M ; nous nous appuierons, en outre, sur les
inégalités

(94) |Dx™[WZYX,t; Y,7)]- D™ [WZH(X,t; ¥,7)]|
const. 1
S (=) | X Y [rrmda

sup|A% - *(Z,0) - A Fn(Zy, 8)]

démontrées pour m quelconque (O<pu<l1, si m+n=M et O<pu<
(m+n)M-1, si m+n< M) dans notre travail [5]. En décomposant d’une
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facon connue les différences des produits, figurant dans I'expression (93),
en sommes des différences des facteurs, nous en concluons, sous I’hypo-
thése

|XX,| = $Rgk ,
que la différence des valeurs de la fonction (93) aux points X et X,
vérifie 'inégalité de la forme
(95) [4(X, ) — A,(X 4, 8)| < (klMg+k2xg)iXX1iZI s
olt x,=min(hy,h), k, et k, sont des constantes positives, dépendant du

rayon fixé Ry de la sphére K.
Etudions maintenant le terme intégrale

¢

08) 4,X,0 = | 3 0,X,0 \{{ (D0, t; vy -

o F=1 "2

N
—

— (Dx"[WE(X,¢; Y,0)])p-x} dY dv

indépendante de la sphére K. Considérons donc, comme antérieurement,
une sphére w de centre X, de rayon R, =2|XX,|< By et décomposons
Iintégrale de volume (96) en deux intégrales

AZ(X9 t) A‘ZD(X7 t) + Ag—w(X> t) >

AZ(XI’ t) = Ag(Xl’ ) +Ag,w(X]’ t),

I

(97)

étendues aux domaines w et 2 — w. D’apres les inégalités (94), nous aurons

R,

M,dv dr

) P M—Mu—h+1
0

= const. M, | X X, |h-M0-» (1-AM-t < u<1)

o8) 143X, < | <
0

et I'inégalité analogique pour le point X,. Pour les intégrales étendues
a la partie extérieure 2 — w on procéde d’une facon analogue, que précé-
demment, en s’appuyant sur les inégalités (59), (94) et I'inégalité

I XY|/|X, Y| £ 2, si X;el-ow.
On obtient
(99) 145X, t)—AF(X,, 1)

aYy

< const. [[XXII SSS (X 7| marrha-m +

Q—-w

ay dy
+ XX, SSS Xyt | XX, |f% SSS | X Y| B
Q2

—w —
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ol u, u,, p, sont des constantes positives arbitraires, inférieures & 1'unité.
Il en résulte I'inégalité

(100) |A5(X,8) = Ap( X, )| < (ky M+ Keye,)| X Xy |2,

ol yo=h,, si h,<h et y,=0h, si h,zh.
Le troisiéme terme de la somme (92) a pour 'expression

t

. N
(101) Ay(X,t) = S SSS 2 DO (X8 Yol (Vor) gy (X)) Y d
o o "

Son étude est analogique au précédente et fournit I'inégalité de la
forme (100). En réunissant les résultats (95) et (100), nous voyons que le
quasi-potentiel vérifie I'inégalité de la forme

(101) | DxOO[V (X, )] = Dx[VEXy, )] < (ky M,+ Ky 2,) XX, [

Pour établir I'inégalité de Holder de la fonction (92) par rapport a la
variable ¢, remarquons d’abord que le centre X de la sphére K est ex-
térieur au domaine d’intégration (93), donc la fonction (93) admet la
dérivée par rapport & ¢ bornée dans (0,7') et nous aurons la condition de
Lipschitz

(102) |A(X, ) — Ay (X, t,)| < const. M- [t—1,] .
Pour étudier la fonction A, par rapport a ¢, écrivons (¢, <?)

(103) Az(X,t)—/lz(X, ty)
=S Qﬁ(X T)SSS D (M)[WOI‘;”(X,t; Y,r)]—(DX(M)[Wff;’(X,t; Y,t)])P:X}der
tlﬂ 1
+S g,,(X T)SSS{D GO[WY (X, t; Y,0)] - (DP[WE (X, 8 Vo)])pox} Y de
o =1 4

i N

2 Qﬁ(X T) SS

o f=1

[DxOWE (X by Y,0)] - (DOPIWE (X, ty; Y0)])pox} d Y do

[

N g
+{ 2 080 {[{{Dx000W 1 (Xt5 7,01- D3OV (X b Vo)

Q-4

+(Dx™IWE (X, ty; Y,0)])pox— (Dx OOIWEAX,t; Y,7)])p_x) dY dT,

O ey S
’Cb

ol 4 est une sphére de centre X et de rayon r,< Ry pas fixé pour le
moment. Nous désignons les quatre intégrales du membre droit (103)
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successivement par I, I,, I, I,. D’aprés la limitation (94), la premiére
des intégrales (103) vérifie I'inégalité

&
(104) 1] < S const.Medt. SSS aY
1 (t— 1) ) | X Y |ntMa-w-h

I3 Q

< const. M|t —t,|1~#;

u est une constante arbitraire & l'intérieur de l'intervalle (1—AM -1, 1).
Les intégrales I, et I, vérifient I'inégalité

e dY
(105) [12,3I < const. MQ .\SS Wm = const.MQ.,r;'/—M(l~u).
a4

La limitation de la quatriéme intégrale (103) sera basé sur la limitation
de la dérivée (563) (m= M), on obtient

Yy

— —M (2—u)
X Y[ < const. M |t —t,|r5 .

(106) |I,] < const. M,-[t—t,] %Sg
ot
Nous posons maintenant

r, = const. [t —§|* < rg
et choisirons 1’exposant positif « de fagon qu’on ait
(p—M(1-p)]x = 1-M2—p)o,
a = 1/(h+M);
et il suit, d’aprés (104), (105), (106), la condition de Holder suivante

d’ou résulte

(107) |4(X, 1) — Ay(X,t))| < const. M |t —¢,|0h/@+3D

0’ étant une constante arbitraire & 'intérieur de l'intervalle (0,1).

L’étude de la troisiéme intégrale (101) est plus facile et évidente. En
rapprochant les résultats (102) et (107), nous concluons que les dérivées
d’ordre M du quasi-potentiel vérifient 1'inégalité

(108) |Dx™[V¥(X,t)—Dx™[V¥(X,t))]| < kg M, |t —1t,|0n/@+3D

ks est une constante positive, dépendant du domaine Q.

Le second quasi-potential (47), d’apres les propriétés (55') et (68) des
fonctions g,, vérifie les mémes propriétés (101’) et (108'), & la condition de
substituer la constante 6k, & la place de %,. Il en résulte la theése (91) du
théoréme 8.

6. Application au probleme de Cauchy. Les propriétés exprimées par
les théorémes 1 et 7 permettent de résoudre le probléme de Cauchy pour
le systéme parabolique d’équations de la forme
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(109) Yy, wg, ..., uy) = F(X,8)

(x=1,2, ..., N) ol les fonctions F (X,t) sont déterminées, bornées et
continues dans la région

(110) X(xy, ... 2,) € E. 0st=sT
et vérifient la condition de Holder par rapport aux variables spatiales

(111) |F (X,t)— F (X,,t)] < const.|XX,*"

(0<hp=1). Les coefficients des opérations ¥ vérifient les conditions I,
II, III, précisées dans I'introduction.

Conformément au probleme de Cauchy, nous cherchons une suite de
fonctions u,(X,t), . .., uy(X,t) qui vérifient le systéme d’équations (109)
en tout point X de 'espace £ pour 0<t <7 et qui satisfait 4 la condition
initale
(112) limu, (X,t) = f(X) (»=1,2....,N),

t—0
ol les fonctions données f, sont déterminées, bornées et continues dans
tout 'espace K.
La solution du probléme est donnée par les formules

(113)  uy(X,f) = —

O C 5
C
C
C oy

g
!
=0

>
St
~
2
=
~
3
=9
).q
=
~
+

(x=1,2, ... N), d’apres les théorémes 1 et 7, qui peuvent étre facilement
généraliser pour tout 'espace E, en tenant compte des limitations (28’).

I1 est facile, en tenant compte des mémes limitations, de généraliser la
résolution du probléme aux cas ol les fonctions données ¥ et f,, en con-
servant la propriété (111) (si la distance | X X,| est inférieure & un nombre
positif fixé) et la continuité, ne sont pas bornées dans I’espace F, mais
vérifient les limitations

|F,| < A|XX,"+B,
(114)
Ifa < 4 1XX,|"+B;
A, B, p sont des constantes positives déterminées, X, — un point fixé de
I'espace K.
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