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INVARIANTE SCHNITTSYSTEME
STETIGER TRANSFORMATIONEN

JOSEF WEIER

Sind r eine natiirliche Zahl, R die Menge aller Paare (j, k) natiirlicher
Zahlen =r und « eine eindeutige Abbildung von R in die ganzen Zahlen,
so heisse (7, «) eine »bewertete Paarmenge«. Sind s eine weitere natiir-
liche Zahl, S die Menge aller (j, k) mit j, £ <s und § eine eindeutige Ab-
bildung von S in die ganzen Zahlen, so mége (s, ) zu (r, ) »dquivalent«
heissen, wenn eine Teilmenge R, von R und eine eineindeutige Abbildung
& von R, in § existiert mit den Eigenschaften: fiir alle (j, k) aus R, ist

«(j, k) = BE(J, k),

jedes (j, k) aus R mit o(j, k)+0 liegt in R,, jedes (j, k) aus S mit
B(j, k)+0 liegt in &(R,).

Hierauf seien m, n natiirliche Zahlen. Um unbequeme elementare
Fille auszuschalten, sei n > 2. Es gelte

m = 2n—-2.

Seien M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale orientierte zu-
sammenhingende geschlossene euklidische Mannigfaltigkeit, weiter

fi M-~ N

eine stetige Abbildung. Dann bestimmt f, eindeutig bis auf Aequivalen-
zen, eine bewertete Paarmenge (I, y), die die Eigenschaften hat: ist
y(4, k) + 0 fiir wenigstens ein (j, k), so ist f wesentlich; sind f' eine zu f
homotope Abbildung und (¢', ') eine zu f’ gehérige bewertete Paarmenge,
so sind (¢, ») und (¢', ') dquivalent.

Das System (¢, y) ldsst eine einfache geometrische Erklirung zu:
Seien a ein Punkt aus N und f-1(a) ein (m —n)-dimensionales endliches
Polyeder A, weiter 4,, 4,, ... die Komponenten von 4. Die 4; zerfallen
[3], dies wird unten niherhin erldutert, in Klassen

(Ail’Ai2"")’ i=1,...,t.
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Uber dem Polyeder B;=U, 4, liegt, wie unten dargelegt ist, ein durch
(f, @) bis auf Unterteilungen eindeutig bestimmter ganzzahliger endlicher
(m —n)-Zyklus z;.

Dann ist fiir alle Paare (j, k) natiirlicher Zahlen <i die Zahl y(j, k) wie
folgt bestimmt. Fir j=k ist ¢(j, k)=0. Ebenso ist y(j, k)=0, wenn
z;~ 0 oder z;, + 0. Sei nun gleichzeitig j + k, z; ~ 0 und 2, ~0. Dann existie-
ren in M gelegene ganzzahlige endliche (m —n+ 1)-Ketten z und y, die
sich zueinander in allgemeiner Lage befinden und

2; = 0x, 2, =0y

erfiillen. Gibt es Kettenpaare (z, y) der vorgenannten Art, deren Schnitt-
zahl [4, pp. 130-150] Null ist, so sei y(j, k) =0; ist die Schnittzahl aller
Kettenpaare (x,y) genannter Art von Null verschieden und gibt es Ketten-
paare mit positiver Schnittzahl, so sei y(j, k)=1; es sei p(j, k)= —1,
wenn die Schnittzahl aller Kettenpaare (z,y) der in Rede stehenden
Beschaffenheit negativ ist.

Ubrigens ist, wenn z;~0 fiir wenigstens eine Zahl j, die Abbildung f
wesentlich, so dass das System (¢, y) gerade in dem Falle Interesse ge-
winnt, in welchem die Zahlen y(j, k) nichttrivial erklirt sind.

Es heisse (¢, y) auch ein Schnittsystem erster Ordnung von f zur Unter-
scheidung von Schnittsystemen zweiter Ordnung, die in einer Fortsetzung
dieser Arbeit behandelt werden: Geometrisch besteht der Schnitt, den
das Paar (z, y) bestimmt, aus endlich vielen Punkten b,, b,, . ... Diese
zerfallen ihrerseits in Klassen

(bi1> by - -)s 1=1,2 ....

Zu jedem (j, k) gehoren solche, unter Umsténden leere, Klassen B,(j, k),
t=1,2, ..., so dass also drei Indizes laufen.

Zur Erkldarung der Klassen z;, wie sie unten definiert sind, ist iibrigens
die obige Voraussetzung m = 2n — 2 iiberfliissig. Hier geniigt es,

mzn

vorauszusetzen. Man hat dann immer noch den Satz, der auch ohne das
System der Schnittzahlen y(j, k) von Interesse ist: wenn z; + 0 fiir wenig-
stens eine Zahl j, so ist die Abbildung f wesentlich.

1. Geometrische Voruntersuchungen. Es bedeute Z einen euklidischen
Raum. Simplexe aus E sind gradlinig und hinsichtlich ihrer Tragerebene
offen. Ist 4 ein solches Simplex und f eine eineindeutige stiickweis affine
Abbildung der abgeschlossenen Hiille 4 in E, so heisse die Menge f(A4)
eine Zelle. Ersetzt man in dieser Zellendefinition 4 durch 4, so ergibt
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sich ein anderer Zellenbegriff, der im folgenden nicht zugrundegelegt ist.
Sind A4,, 4,, ... endlich viele Simplexe in E, so heisse UZi ein endliches
Polyeder. Eine in £ gelegene geschlossene topologische Mannigfaltigkeit,
die gleichzeitig endliches Polyeder ist, heisse geschlossene euklidische
Mannigfaltigkeit. Fiir Punkte a, b aus dem gleichen euklidischen Raume
bedeutet d(a, b) weiterhin den Abstand. Ist K ein simplizialer Komplex
in K, so bezeichnet |K| das zugehorige Polyeder.

Seien M eine geschlossene euklidische Mannigfaltigkeit und 4, B zwei

Zellen in M. Ist
dimA+dimB < dim M ,

so befinden sich 4 und B zueinander in allgemeiner Lage, falls AnB=0.

Ist
dimA4 +dimB 2 dimM ,

so wollen wir sagen, 4 und B befinden sich zueinander in »allgemeiner
Lage«, falls 4 nB entweder leer oder eine Zelle der Dimension

(dim 4 +dim B) —dim M

ist. Zwei endliche Polyeder P, und P, aus M mogen sich zueinander in
allgemeiner Lage befinden, wenn P; eine Zellenzerlegung K, besitzt der-
art, dass sich K, zu K, in allgemeiner Lage befindet. Sind 4 ein endliches
Polyeder in M, K eine simpliziale Zerlegung von A und z ein ganzzahliger
Zyklus tiiber K, so heisse 4 die »Basis« von z. Ist 2z’ ein anderer ganzzahli-
ger endlicher Zyklus in M mit 4" als Basis und K’ die zugehorige simpli-
ziale Zerlegung von A4’, so wollen wir, ohne die speziellen Zerlegungen K
und K’ zu beriicksichtigen, sagen, z und 2’ befdnden sich zueinander in
rallgemeiner Lage«, wenn sich A und 4’ zueinander in allgemeiner Lage
befinden.

Bis zum Schlusse dieses ersten Abschnittes mogen m 2= n natiirliche Zahlen,
M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale zusammenhingende
geschlossene euklidische Mannigfaltigkeit sein.

Sind M,, M, euklidische Mannigfaltigkeiten, weiter f,g: M, M,
stetige Abbildungen und existiert eine in M, offene Zelle U, sowie eine
in M, offene Zelle U, derart, dass

fIM-Uy =g|M,-U; und  fU)ugly) = U,
ist, so heisse g eine »lokale Deformation« von f hinsichtlich (U,, U,).

THEOREM 1. Sind U eine m-Zelle in M und x eine ganzzahlige endliche
r-Kette in M mit _
r<m und bz n U = 0,

3%
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so gibt es eine ganzzahlige endliche r-Kette y in M derart, dass
ox =dy, |ynU=0 und a—y~0rell.

Brwers. Bedeute A das Polyeder |z und ¢ einen festen Punkt aus
U — A. Man kann weiterhin annehmen, U sei ein Simplex. Fir ped—-U
sei f(p)=p, fir peAnU sei f(p) die Projektion von p auf U —U aus q.

Sei K die durch x bestimmte simpliziale Zerlegung von 4. Dann gibt
es eine simpliziale Unterteilung K’ von K derart, dass f auf jedem Simplex
aus K’ affin ist. Es existiert weiter eine simpliziale Zerlegung L von
f(A) mit der Eigenschaft: welches auch das r-Simplex § aus K’ und
das r-Simplex 7" aus L mit f(S)n7T + 0 sind, stets gilt 7' < f(S).

Hierauf lasst sich y leicht angeben: Seien w ein orientiertes r-Simplex
aus L und z,, z,, ... diejenigen r-Simplexe aus z, die |w| <f(|z,|) erfiillen,
weiter «; der Koeffizient von z, in « und ¢, gleich 1 oder — 1, je nachdem
w und f(z;) gleich orientiert sind oder nicht. Alsdann ist X«.e; der
Koeffizient von w in y.

THEOREM 2. Sind f: M — N eine stetige Abbildung, a ein Punkt aus N,
e eine positive Zahl und U eine in M offene Menge mit f~Ya)<U, so
existiert eine stetige Abbildung g: M — N mat

fIM-U=9g|M-U und d(f,9) <c¢
derart, dass g=\(a) ein endliches Polyeder einer Dimension <m —n ist.

Beweis. Man kann annehmen, es existiere ein n-Simplex § mit
aeS <N und einem Durchmesser <e¢. Dann gibt es in M gelegene end-
liche Polyeder 4 und B, iiber die, wenn ¥V das Innere von 4 und W das
Innere von B beziiglich M bedeutet, gilt:

fYa)=s W, WcVecl.
Weiter existiert eine positive Zahl ¢ mit

d(a,f(V-W)) > 6.

Es bezeichne K eine simpliziale Zerlegung von ¥, die auch in W eine
simpliziale Zerlegung L induziert. Seien e; die Eckpunkte von K und
f'(e;) in S —a gelegene Punkte, welch letztere sich hinsichlich § zueinander
in allgemeiner Lage befinden und

d(f(ei): f'(@i)) <0
erfiillen. Dadurch ist eine simpliziale Abbildung

;T8
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bestimmt mit d(f| V, f') < 6 und der Eigenschaft, dass f'~1() ein endliches
Polyeder einer Dimension <m —n ist. Fiir jeden Punkt pe V — W ist a zu
der abgeschlossenen Strecke zwischen f(p) und f'(p) fremd. Man kann

daher g(p) = (1=kp)f(p) + k(@) f'(p) fir peV,
wobei A(p) die Zahl

dp, V-V
hp) (® )

= dip, T-V) + dip, W)
gl M-V =f| M-V

bedeutet, und

setzen.

TaeorREM 3. Sind f,g9: M — N homotope Abbildungen, so gibt es endlich
viele stetige Abbildungen

f=f0yf1, oo fr=9g: M- N

derart, dass f; fiir alle i >0 eine lokale Deformation von f;_; ist.

BewEis. Seien (fr,0<t<s): M~ N
eine Homotopie, K eine simpliziale Zerlegung von M und 4,, ..., 4,
die m-Simplexe von K. Sofern s hinreichend gross und K hinreichend
fein ist, kann man annehmen: zu allen (¢,j) mit ¢=1,...,¢ und
J=0,...,5—1 gibt es eine m-Zelle U;; in M und eine n-Zelle V,; in N
derart, dass

d;«Uy;  wd  fY(Uy <V, fir jst2j+1.

Somit geniigt es zu zeigen: Seien U, fir i=1. ..., t eine m-Zelle in M mit
A;<U;und V, eine n-Zelle in N, weiter

(g5, 0=t=1): M- N

eine Homotopie derart, dass ¢g*(U;)< V, fiir alle (¢, ) mit i=1, ...,¢
und 0 £ 7 £ 1. Dann lisst sich g° mit Hilfe endlich vieler lokaler Homoto-
pien in g! iiberfiihren.

Es mogen A4, die leere Menge und j eine ganze Zahl mit 0 <j <t be-
zeichnen. Wir machen die fiir j=0 richtige Annahme, eine stetige Ab-

bildung 2 M0, 1]

und Abbildungen @O=hg, ..., h;: M~ N

"
existierten, die die Eigenschaften haben: fiir alle >0 ist %; eine lokale

Deformation von h,,, fir alle peM ist h;p)=¢"P(p), fir alle
peAyu...Uud;ist A(p)=1. Setzt man dann
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d(p, M-U,,,)
d(p, M—U,,y) + d(p, 4;.)
w(@) = Mp) + (1-A(p)d(p) und k. (p) = ¢“P(p)

in allen Punkten pe M, so ist damit der (j + 1)-te Schritt ausgefiihrt und
also der Satz bewiesen.

o(p) =

THEOREM 4. Sind a ein Punkt aus N, weiter
fg: M-~ N

homotope Abbildungen und f-Y(a) wie g=Y(a) ein endliches Polyeder einer
Dimension =m—n, so gibt es stetige Abbildungen

forooisfr: M—> N
f0=f= fr:g

und den weiteren Eigenschaften: fir alle >0 ist f; eine lokale Deformation
von f;_y, fur alle ¢ ist f;"Y(a) ein endliches Polyeder einer Dimension
=m-—n.

mit

Beweis. Nach Satz 3 gibt es stetige Abbildungen
Gos -+r9p: M—> N

mit go=f und g, =g, weiter fiir =1, ..., » eine m-Zelle U, in M und eine
n-Zelle V, in N, so dass g, fiir =1, ..., r eine lokale Deformation von
¢;—; beziiglich (U;, V) ist. Sei a; ein Punkt aus U,.

Es liege M im s-dimensionalen euklidischen Raume Z,, und £, be-
zeichne den (s + 1)-dimensionalen euklidischen Raum. Ist p=(a4, ..., ;)
ein Punkt aus E, und « eine Zahl, so bedeute (p,«) den Punkt
(61, -+ o5 g, ) aus B 4. Ist M, eine Teilmenge von M, und ist jedem
Punkte p aus M, eine Zahl f(p) zugeordnet, so bedeute (M,, ) die
Menge aller Punkte (p, (p)) aus H,,, mit pe M.

Fir pe U, bezeichne d,(p) die Zahl
d(p9 Ui - Uz)

MO = i U= U + (e

fir pe M — U, sei 6,(p)=0. Dann ist
M = (M,0)u (U, 0,) U (Ug, 01+0)U ... U(T,, 6;+05+...+9,)

ein m-dimensionales endliches Polyeder aus E,,;. Eine stetige Abbildung
h: M'— N wird bestimmt durch die Festsetzung:
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h(p, 0) = go(p) fiir pelM,
h(p, &(p)) = gi(p)  fir peU,,

..........................................

Setzt man
M'= (M,0)u(M,o+...+49,),

so ist nach Voraussetzung (h | M'')~1(a) ein endliches Polyeder einer
Dimension <m —n.

Wie man sich leicht iiberlegt, kann man die Zellen U, als so gewéihlt
annehmen, dass

(U(T;=U)) n(fMa) ug(a))
ein endliches Polyeder einer Dimension <m —n —1 ist. Wegen

(M =M )n M < U((T;= Uy, 0)u (U= Uy, 8y + ... +8,)

ist der Durchschnitt von 2-%(a) und (M'— M'')n M" ein endliches Polye-
der einer Dimension <m —n—1.

Einem nachstehenden Hilfssatz zufolge gibt es eine stetige Abbildung
h': M'—~ N, die auf M" mit h tibereinstimmt. von A um weniger als
eine vorgegebene positive Zahl { entfernt ist und die die weitere Eigen-
schaft hat, dass '~!(a) ein endliches Polyeder einer Dimension =m—n
ist. Fir alle (¢, p) mit ¢=1, ..., r und pe M sei

fip) = K (p, &:(p) + ... + 6(p)).

Wegen ¢, ,(U,)ug(U,)< V, ist f;_,(U,;)uf(U,;) < V,;, sofern nur ¢ hinrei-
chend klein ist.

Da 8,(p)=0 fir pe M—-U,, ist f; | M= U;=f,, | M—U,. Da b'~Ya)
ein endliches Polyeder einer Dimension <m —n, ist erst recht f;~}(a) ein
solches. Verbleibt zu zeigen:

HiLrssaTz. Die Bedeutung von a€N und n<m sei die gleiche wie in
Theorem 4. Seien P ein endliches m-Polyeder, @ ein endliches (m—1)-
Polyeder in P, weiter

fi P> N
eine stetige Abbildung und (f | Q)~Y(a) ein endliches Polyeder einer Dimen-
sion <m —mn— 1, schliesslich & eine positive Zahl. Dann existiert eine stetige
Abbildung

f': P->N

Aff) <e wnd fl@=Ff]€¢

derart, dass f'-Y(a) ein endliches Polyeder einer Dimension <m—mn ist.

mit
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BewzEis. Sei 4 =f-1(a), es bezeichne B eine n-Zelle in N mit ae B und
einem Durchmesser <e¢. Man kann weiterhin annehmen, dass B ein
Simplex ist.

Ist K eine hinreichend feine simpliziale Zerlegung von P, die in @
eine simpliziale Zerlegung induziert, so gibt es Teilkomplexe K, und K,
von K mit den Eigenschaften: das Polyeder |K| ist die abgeschlossene
Hiille einer in P offenen Menge U,, weiter

A<cU, U, cU, fU,-cB.

Bezeichne ¢ die Zahl
{ = 2-d(a,f(U,-U,).

Ist hierauf e ein Eckpunkt aus K, mit e¢@), so sei g(e) derart ein Punkt
aus B—a mit

d(f(e), gle)) < 3¢,

dass sich die Punkte g(e) mit ee K, — @ hinsichtlich B zueinander in all-
gemeiner Lage befinden. Wir setzen

9'620Q=f|(72nQ-

In den iibrigen Punkten von U, erklire man g durch lineare Fortsetzung.
Das ist, wie man sich leicht iiberlegt, auch in solchen Simplexen maglich,
deren Begrenzung teilweise oder ganz in @ liegt. Dann ist g-!(a) ein
endliches Polyeder einer Dimension <m —n. Fiir peU,— U, sei hierauf

o(p) = _ d(,p;_q_z_:y D
d(p, Uy—Uy,)+d(p, U,—U,)
und
f'(p) = (1-8(p)f(p) + d(»)g(p) -
Wegen

d(a,f(U,—Uy) > % und  d(f| Uy g| Uy) <<
ist f'(U,~ U,) < B—a. Setzt man noch
S 1Uir=9¢g|U wd [ |M-U,=f|M-U,,
so ist damit der Hilfssatz bewiesen.
2. Die Homotopiekomponenten reziproker Punktbilder. Seien n > 2
eine ganze Zahl, m=2n—2, weiter M eine m-dimensionale und N eine
n-dimepsionale orientierte zusammenhingende geschlossene euklidische

Mannigfaltigkeit. Die so erklirte Bedeutung von m, n, M, N gelte bis zum
Schlusse der Arbeit.



INVARIANTE SCHNITTSYSTEME STETIGER TRANSFORMATIONEN 41

Seien f: M — XN eine stetige Abbildung, a ein Punkt aus N, 4 =f-1(a)
ein (m —n)-dimensionales endliches Polyeder, weiter 4, 4,, ... die Kom-
ponenten von 4, K; eine simpliziale Zerlegung von 4, x;; die mit einer
Orientierung versehenen (m —n)-Simplexe aus K; und «,; die unten de-
finierte Uberdeckungszahl von a;; bei (f, @). Dann ist jede der Ketten

X, = .\:j Nij ¥

ein ganzzahliger (m —n)-Zyklus. Es heisse 4; die »Basis« von X; und X,
der »durch (f,a) bestimmie Zyklus« iiber A,. Existiert eine Kurve
(€, 0=27=1) in M mit ¢yeX; und ¢,eX; derart, dass (f(c,), 0sv=<1)
innerhalb N nullhomotop ist, so mégen X; und X, zur »gleichen a-Klasse«
von f gehéren. Diese letztere Erklirung geht auf eine klassische Defini-
tion [3] von Nielsen zuriick. Sind Y,, ¥,, ... gewisse der X, und bilden

die Y, eine a-Klasse, so heisse der Zyklus

>,

13

eine »Homotopiekomponente« von (f, a). Offenbar sind »die« Homotopie-
komponenten von (f, @) bis auf Unterteilungen eindeutig bestimmt.

THEOREM 5. Seien f: M — N eine stetige Abbildung, a ein Punkt aus
N, U etne m-Zelle in M, V eine n-Zelle in N, weiter f~1(a) ein (m—n)-

Polyeder 4 und flu)y<v sowte AnU £ 0.

Dann gibt es genau eine Homotopiekomponente von (f, a), deren Basis die
Menge AnU enthdlt.

Dieser Satz, der im nichsten Abschnitt Anwendung findet, folgt fast
unmittelbar aus der Erklirung einer Homotopiekomponente: Sind g, von
7 stetig abhingende Punkte aus U mit g,uq, = 4. so liegt (f(g,), 0= 7= 1)
in V und ist daher in N nullhomotop.

Die oben benutzte Uberdeckungszahl lisst sich so erkliren. Seien P
ein m-Simplex, @ ein n-Simplex, g ein Punkt aus @, 4 ein (m —n)-Simplex
in P, r ein Punkt aus 4, B ein zu 4 orthogonales n-Simplex in P mit
AnB=r, weiter f. PO

eine stetige Abbildung und f-1(¢)=A. Fiir peB— B sei f'(p) die Projek-
tion von p auf Q —@Q aus r. Seien ferner P’, @', 4’ eine Orientierung von
P, Q, A und B’ die von (4’, P’) in B induzierte Orientierung, weiter B*
die von B’ in B— B und Q* die von @’ in ¢ — @ induzierte Orientierung.
Dann ist der Grad der Abbildung

[’ B*—> Q*

die vorgenannte Uberdeckungszahl.



42 JOSEF WEIER

THEOREM 6. Seiten f1, f2: M — N stetige Abbildungen, f? eine lokale
Deformation von f1 beziglich (U, V), weiter a ewn Punkt aus N und
(fH)"Ya) ein endliches (m—n)-Polyeder, z* der durch (fi, a) bestimmte
Zyklus iber (fi)=Y(a). Dann berandet z* —2z% in U.

Es liegt nimlich der Zyklus z! —22 in U, und U ist Zelle.

3. Lokale Invarianz der Schnittsysteme. Die Bedeutung von m, n,
M, N ist im letzten Abschnitt erklirt. Sind ¢ ein Punkt aus N und
F: M~ N eine Homotopieklasse, so liegt die Menge aller Abbildungen
aus F, fir die das Urbild von a ein endliches Polyeder einer Dimension
<m—mn ist, in F dicht. Seien f eine Abbildung der letzteren Art, weiter
2, ..., 2, die Homotopiekomponenten von (f, @) und fir alle Paare
(4, k) natiirlicher Zahlen <r die Zahl ¢, wie folgt bestimmt: fiir j =k ist
0j;=0; ebenso ist 0;;, =0, wenn wenigstens eine der Relationen z;~0
und z,+~0 richtig ist; ist gleichzeitig z;~0 und z,~0 und gibt es in
M zueinander in allgemeiner Lage befindliche ganzzahlige endliche
(m—n+1)-Ketten x, y mit

zj=0r und 2, = dy

derart, dass die Schnittzahl des Kettenpaares (x,y) Null ist, so sei
wiederum o,;,=0; in allen iibrigen Fillen sei, wie es schon in der Ein-
leitung definiert ist, o;;,=1 oder —1, je nachdem ein Paar (z,y) mit
positiver Schnittzahl existiert oder nicht.

THEOREM 7. Seten f: M — N eine stetige Abbildung, g eine lokale
Deformation von f, a ein Punkt aus N, weiter f~1(a) und ebenso g—(a) ein
endliches Polyeder einer Dimension <m—n. Dann ist das Schnittsystem
von (f, @) zum Schnittsystem von (g, a) dquivalent.

Breweis. Nach Voraussetzung existieren eine m-Zelle U in M und
eine n-Zelle V in N derart, dass

fIM-U=9g|M-U ud fO)yugl) <V.

Mit A=f-Ya) und B=ga) ist offenbar Theorem 7 im Falle
(AuB)nU =0 richtig. Sei weiterhin wenigstens eine der Relationen

AnU £ 0 und BnU *0

erfiillt. Wir wollen nun zwei Fille getrennt behandeln.

Im ersten Falle ist die Anzahl der Homotopiekomponenten von (f, a)
gleich der von (g, a).

Wenn AnU #0, so sei z,/ diejenige Homotopiekomponente von (f, a),
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deren Basis nach Satz 5 die Menge AnU enthilt. Die iibrigen Homoto-
piekomponenten von (f, a) mogen z,/, ...,z heissen. Wir setzen

20 =z fir ¢=2,...,r.

Die restliche Homotopiekomponente von (g, ) heisse 2,. Ausserhalb U
stimmen 2,/ und z,? tiberein.

Wenn AnU=0 und BnU +0, so sei z? diejenige Homotopiekompo-
nente von (g, a), deren Basis nach Satz 5 die Menge BnU enthilt. Die
iibrigen Homotopiekomponenten von (g, a) mogen 2z, ..., 2,2 heissen.
Wir setzen 2l =29 fur ¢=2,...,r.

Die verbleibende Homotopiekomponente von (f, a) heisse z,/. Ausser-
halb U stimmen 2,/ und 2,7 iiberein. Sind C,, C, endliche ganzzahlige
Ketten aus M mit

dimC; + dim(Cy, = dimM  und |60, N |6C,| = 0,

so bezeichne o(C;, C,) die Schnittzahl von (C,, C,). Fir alle Paare
(j, k) natiirlicher Zahlen <r bezeichne y/(j, k) die oben definierte durch
(24, z;/) bestimmte Schnittzahl, entsprechend »9(j, k) die durch (2, 2,9)
bestimmte. Trivialerweise ist dann y/(j, k) =99(4, k) fir alle Paare (j, k)
mit j, k= 2. Trivial ist auch p/(1, 1)=99(1, 1). Verbleibt zu zeigen, dass

YL, k) = 991, k) fir alle k£ = 2.

Denn hieraus folgt auch o7/(k, 1)=99(k, 1) fir alle k= 2. Bedeute ¢ eine
feste der Zahlen k=2, ..., r. Nach Satz 6 ist

2/ ~29 rel U.

Wenn wenigstens eine der Relationen z,/ ~ 0 und z/~ 0 erfiillt ist, so ist
gleichzeitig wenigstens eine der Relationen z,9 ~ 0 und z¢ ~ 0 erfiillt. Hier
ist also 9/(1, t)=0 und »9(1, t) =0. Sei nunmehr

2/ ~0 und 2/ ~0.
Dann gibt es ganzzahlige endliche (m —n+1)-Ketten w, . y in M mit
2f 20 = dw, z/ =6dx, z =%, w<U.

Hitten |z/| und U gemeinsame Punkte, so wire 2,/ =2/. Wegen ¢>1 ist
also z/ zu U fremd. Andererseits ist 0y =2/. Nach Satz 1 gibt es daher
eine ganzzahlige endliche (m —n + 1)-Kette 3’ mit

2,9 = 0y, W|nU=0 und y—y ~ 0 rel U.
Aus der letzten Gleichung und w< U folgt o(w, y')=0. Hierauf ist
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U(x: !/) = O'(I, 3/') = O'(IIJ, ’.’/')+0'(W, 3/') = U(x'*’w: 3/') s

mithin y/(1, t)=99(1, t). Im ersten Falle ist also Satz 7 richtig.

Sei zweitens die Anzahl der Homotopiekomponenten von (f, @) von
derjenigen von (g, a) verschieden. Man darf weiterhin 4 3 0 voraussetzen.
Ist ndmlich 4 =0 und B0, so fiihrt ein Bezeichnungswechsel den Fall
A %0 herbei.

Nach Satz 5 lassen sich die Homotopiekomponenten von (f, a) derart
mit z,/, ..., 2/ bezeichnen, dass die Basis A4, von z;/ die Menge AnU
enthilt. Offenbar sind die Zyklen z,/, ..., z,” auch Homotopiekomponen-
ten von (g, a). Die Menge

B —(4u...u4d))
liegt in der gleichen Homotopiekomponente von (g, @), da die Menge
A - (4u...u4))

in der gleichen Homotopiekomponente von (f, a) liegt. Damit die Anzahl
der Homotopiekomponenten von (f, @) und diejenige von (g, a) ver-
schieden sind, muss also die Menge B—(4,/u...u4,/) leer sein.

Jeder Punkt p aus A4,/, der nicht in U liegt, gehort zu B. Jeder solche
Punkt ist aber zu 4,/u... U4,/ fremd. Andererseits ist

B=AJu...u4d/,

also A;/<U. Damit ist nachgewiesen: die Homotopiekomponenten von
(g, @) sind die Zyklen z,/, ..., z,, und 2,/ liegt in U.

Sei jetzt x eine ganzzahlige endliche (m — n + 1)-Kette in U mit 2,/ = dx.
Da, wie schon bei der Behandlung des ersten Falles bemerkt warde, z/
zu U fremd ist, gibt es nach Satz 1 eine ganzzahlige endliche (m —n + 1)-
Kette y in M — U mit z/=0y. Hierauf sind x und y zueinander fremd,
daher die Schnittzahl o(z, y) Null. Damit ist Satz 7 auch im zweiten
Falle bewiesen.

4. Folgerungen. Offenbar ergibt sich aus Theorem 4 und Theorem 7:
Sind f,g: M — N homotope Abbildungen und f-(a) wie g—(a) ein endliches
(m —n)-Polyeder, so ist das Schnitisystem von (f, a) zum Schnittsystem von
(g, @) dquivalent.

Fiir den Begriff der Wesentlichkeit einer stetigen Abbildung f: M — N
gibt es in der Literatur verschiedene Erklirungen. Einige nennen f
bereits dann wesentlich, wenn es nicht moglich ist, f(M) innerhalb N auf
einen Punkt zu kontrahieren, so Hurewicz [2, p. 85]. Andere, denen wir
hier folgen wollen, bezeichnen f nur dann als wesentlich, wenn f'(M)=N
fur jede zu f homotope Abbildung f’. Jede Abbildung, die nicht wesent-
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lich ist, heisse unwesentlich. Da N als zusammenhingend vorausge-
setzt ist, gilt fiir jeden Punkt a aus N: ist

fi M> N
unwesentlich, so gibt es eine zu f homotope Abbildung
J** M- N-a.

Das Schnittsystem von (f*, a) ist offenbar leer. Daher enthilt jedes
nicht leere Schnittsystem von (f, a) nur Nullen. Oder: befindet sich im
Schnittsysteme von (f, a) wenigstens eine Zahl =0, so ist f wesentlich.
Dabei ist hier wie oben gelegentlich von einem, gelegentlich von dem
Schnittsystem von (f, a) die Rede, je nachdem f durch eine benachbarte
Abbildung f", fiir die f''~*(a) ein (m —n)-Polyeder ist, ersetzt zu denken
ist oder bereits f-1(a) ein (m —n)-Polyeder darstellt.

Ersichtlich ist die Summe der Zahlen, aus denen das Schnittsystem
besteht, eine Invariante gegeniiber Deformationen. Ein einfaches Bei-
spiel fir eine Abbildung mit mehr als einer Homotopiekomponente sei
noch angefiigt:

Seien P,, P,,  paarweis zueinander fremde 2-dimensionale Schlauch-
ringe im 3-dimensionalen euklidischen Raume, a ein Punkt aus €, a; ein
Punkt aus P; und U, eine kleine offene sphirische Umgebung von a; in
P,. Wir verbinden P,— U; mit P,— U, durch einen beiderseits offenen
Schlauch P, dessen Begrenzung also gleich (U, — U,)u(U,— U,) ist. Sei
g | P;— U, eine stetige Abbildung auf @ derart, dass g(U;—U;)=a und
g | P;— U, eine topologische Abbildung auf @ —a ist. Der Schlauch P
werde durch g auf eine in a beginnende und in a endende Kurve, die ein
Grosskreis in @ ist, abgebildet. Durch eine kleine Deformation von g
gewinnt man eine Abbildung

g': (Pr—U) U (Pa=U)UuP—@Q

derart, dass g’~1(a) aus nur endlich vielen Punkten besteht. Seien nun &
eine Sphire positiver Dimension, M das Produkt

M = ((Py=U,) U (Py=Uy) U P)x8
und N =¢. Fiir pe M sei n(p) der Basispunkt von p in
(Py—Uy)u(Py,=U,) U P,

hierauf f(p)=g¢'n(p). Dann hat die Abbildung f: M — N beziiglich des
Punktes a genau zwei Homotopiekomponenten.

Die Bedeutung von P;, @ usw. sei die gleiche wie im letzten Absatz.
Zum Beweis, dass (f, ) mindestens zwei Homotopiekomponenten hat,
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sei b; fir =1, 2 ein Punkt aus f-(a), der in (P;—U,)x S liegt. Es
bezeichne (d,, 0 < 7<1) eine b, mit b, innerhalb M verbindende Kurve.

Sel 4; = n(b) und ¢, = a(d,).

T

Wiire die geschlossene Kurve (f(d,), 0 < v < 1) innerhalb N nullhomotop,
so wire, da ,
fld,) = fr(d,) = f(c,) = g'(c,)

gilt, (g'(c,), 0<7= 1) gleichfalls in N nullhomotop. Dies trifft aber offen-
bar nicht zu.

6. Elimination des Bezugspunktes. Oben ist stets die Rede vom Schnitt-
systeme eines Paares (f, @), wobei @ einen Punkt aus N und

f: M- N

eine stetige Abbildung, fiir die das Urbild von a ein endliches (m —n)-
Polyeder ist, bedeuten. Hilt man o fest und deformiert f, so gelangt
man zu einem neuen Schnittsystem. Doch ist dieses letztere zum alten
dquivalent, wie oben gezeigt wurde. Wir wollen nun f festhalten und a
durch einen anderen Punkt aus N ersetzen.

THEOREM 8. Sind f: M — N eine stetige Abbildung, V eine n-Zelle in N
und a, b Punkte aus V, weiter f-1(a) und ebenso f-2(b) ein endliches
(m —mn)-Polyeder. Dann sind die Schnittsysteme von (f, a) und (f, b) dqui-
valent.

BErwzers. Sei ¢ eine topologische Abbildung von N auf sich, so dass
t(p)=op fir alle pe N —V und #(b)=a. Dann ist die Abbildung

r=y
f'7a) = £70).

Sind daher 4 das Polyeder f-1(b), K eine simpliziale Zerlegung von 4,
B ein (m—mn)-Simplex aus K und « eine Orientierung von B, so geniigt
es zum Beweis des obigen Satzes zu zeigen: die Uberdeckungszahl von x
bei (f, b) ist gleich der Uberdeckungszahl von  bei (f’, a). Dies folgt
aber aus der topologischen Invarianz des Grades, wenn man auf die
obige Erklirung der Uberdeckungszahl zuriickgeht.

zu f homotop und

THEOREM 9. Sind f: M — N eine stetige Abbildung und a, b Punkte aus
N, weiter f ~1(a) und ebenso f~1(b) ein endliches (m — n)-Polyeder, so sind die
Schnittsysteme von (f, a) und (f, b) dquivalent.

Man kann néamlich, da N zusammenhéngend ist, @ und b durch Punkte
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@=C¢y, Cy, . .., ¢,=b derart verbinden, dass fir i=2, ..., r eine n-Zelle V,
in N mit ¢;_,uc; < V, existiert.

TaEOREM 10. Sind f,g9: M — N homotope Abbildungen und a, b Punkte
aus N, weiter f~Ya) und ebenso g=1(b) ein endliches (m —n)-Polyeder, so
sind die Schnittsysteme von (f, a) und (g, b) dquivalent.

Bewris. Bezeichne U eine in M offene Menge mit
Ungb) =0 und g¢gYa)< U.

Nach Satz 2 gibt es dann eine zu g homotope Abbildung ¢’ mit
g|M—-U = g¢g'| M—U derart, dass g'~(a) ein endliches (m —n)-Polyeder
ist.

Wie im vierten Abschnitt bemerkt wurde, sind die Schnittsysteme von
(f, @) und (¢’, @) dquivalent. Die Schnittsysteme von (¢, @) und (¢’, b)
sind es nach Satz 9, die Schnittsysteme von (g, b) und (¢, b) sind es
wegen Ung=1(b)=0und g | M- U=g' | M-U.

Die Aussagen der Einleitung sind damit bewiesen. Bemerkt sei ledig-
lich noch, dass man den zyklischen Charakter der iiber f-'(a) liegenden
Kette ebenso beweist, wie etwa in [1] verwandte Aussagen iiber reziproke
Punktbilder hergeleitet sind.

7. Zum Fall des Dimensionspaares (2n—1, n). Glatter als im oben
diskutierten Falle (2n—2, n) gelangt man im Falle (2n—1, #) zu inva-
rianten Schnittsystemen. Hierauf hat mich Herr A. Jensen, Kopenhagen,
aufmerksam gemacht. Weiter hatte ich urspriinglich die im zweiten Ab-
schnitt definierten a-Klassen als Homologiekomponenten erklirt, die
jetzt durch feinere Homotopiekomponenten ersetzt sind. Schliesslich
lisst sich die obige Voraussetzung, die zugrundegelegten Mannigfaltig-
keiten seien orientierbar, eliminieren, indem man die Definitionen und
Sitze dieser Arbeit in den dualen Cohomologiering iibertrigt und dessen
Eigenschaften, wie man sie in [5] dargelegt findet, ausnutzt.

Seien nun 7= 3 eine ganze Zahl, M eine (2n — 1)-dimensionale und N
eine n-dimensionale orientierte zusammenhiingende geschlossene eukli-
dische Mannigfaltigkeit, @ ein Punkt aus N, f: M — N eine stetige Ab-
bildung und f-(a) ein endliches (n— 1)-Polyeder A, ferner 4; die Kom-
ponenten von 4. Uber jedem A, liegt, wie dies oben erldutert ist, ein

ganzzahliger (n—1)-Zyklus X,. Die X, zerfallen in a-Klassen z,, ..., 2,
wie im Fall (2n—2, n).
Hierauf seien j, k zwei der Zahlen 1, ...,r. Wenn erstens z;+~0 und

2,~0, 80 sei o(j, k)=0. Wenn zweitens z;~ 0 ist, so mogen zwei ganz-
zahlige n-Ketten C, und C, aus M mit 6C, =0C,=2; zur gleichen Aqui-
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valenzklasse gehoren, falls (', — 'y~ 0. Dadurch zerfallen alle n-Ketten ¢
aus M, die 6C =z erfiillen, in Aquivalenzklassen

Ay Ay, ...

Fir alle r sei D; eine Kette aus 4; und 7; die Schnittzahl von (D, z,).
Offenbar ist 7, durch (4;, z,) eindeutig bestimmt. Kommt die Zahl Nuli
unter den 7; vor, so setzen wir o(j, k)=0. Sind alle 7; positiv. so setzen
Wi o(j, k) = min(ry, 75, .. .) .

Sind alle 7;40 und gibt es gleichzeitig 7, <0, so sei ¢(j, k) das seinem
Betrage nach kleinste negative 7;, Wenn drittens z;~0 und z,~0, so
bilde man die vorgenannten Aquivalenzklassen beziiglich z, statt beziig-
lich z;, Auf diese Weise erhilt man ein Schnittsystem, das in einem
leicht prizisierbaren Sinne feiner als das Schnittsystem des Falles
(2n—2, n) ist.
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