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SUR UN THEOREME DE H. BOHR

M. TOMIC
1.
Soit E la classe des fonctions f(z) =3 ,a,2" réguliéres et bornées a

Pintérieur du cercle |z| =7 <1; c’est-a-dire la série converge et |f(z)| <1
pour |2| <1. Alors d’aprés le théoréme bien connu de H. Bohr [2, p. 32],
de f(z) € E résulte

o0
2lale =1  pour o=

ol
.

L’exemple
x—z

fz) =

1—a2’

O<a<l,

montre que la constante § ne peut pas étre abaissée [2, p. 34].

Dans cette note nous allons donner une nouvelle démonstration du
théoréme de Bohr, laquelle met en évidence le réle de la partie réelle
de f(z). De cette démonstration résulte aussi que la constante } peut
étre améliorée si ay=0. La méthode de démonstration est la méme que
L. Fejér [1] a utilisée dans la démonstration des résultats semblables;
elle est fondée sur la positivité d’une série en cosinus. Le théoréme
mentionné de Bohr sera une conséquence immédiate du théoréme suivant.

TrEOREME 1. Soit f(z) =32 0,2 réguliére pour |z| <1 et so0it
1) ay > 0

Alors 2) |Ref(z)] £ 1 pour 2| < 1.

o
2laj(3y £ 1.
y=0
Pour en déduire de ce théoréme le théoréme de Bohr, supposons que
f(z) € E, et soit a, un nombre complexe arbitraire, ag+ 0, a,=|a,| exp(&y?).
Envisageons la fonction

fi2) = expl—eoi) f(2) = 3 0% .

v=0
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Nous avons évidemment
1) ay’ = |ao| > O, la,)| = la,|, v =0,1,2,...,
2') [Refi(2)] = i) = If(2)] =1, 2] <1,

de sorte que f,(z) satisfait aux conditions 1) et 2) du Théoréme I et en
tenant compte de 1’) on a

8 Nk

14,13 = °,_§0|a,n<%)" <1,

’Le fait que la constante } peut étre améliorée si a,=0, résulte du
théoréme suivant, dont la démonstration est fondée sur le méme procédé.
TrEOREME II. Soit f(2) =32 ,a,2" réguliére pour |z| <1, et soit
1) a;, > 0,
2) |f(2)] =1 pour 2] < 1.
Alors .
Ellavl (3) = 1-4a,.

Dans ce cas, d’aprés le lemme de Schwarz on a aussi max,,_,[f(2)| < }.

2. Démonstration du Théoréme I.

Soit z=r exp(gt), 0<r<1, a,=|a,| exp(e,t), n=0,1,..., g=0,
00 (o] . .
fz) = za’nzn = z (n +1Bn)e"™ = u(r,@) +wv(r, @),
n=0 n=0
avec

o0
w(r,p) = Y (x, cosvp—f, sinvp)r” .
v=0

Utilisant les formules connues

ar = (@, +iB) = a7 [ ulr.g) exp(—rgi)dg, » >0,
() o,
xo = g = (2m)1 [u(r, ) dy ,
0

et multipliant par g’ exp(—ie,) ol ¢ est un paramétre <1, on obtient
par une intégration terme & terme
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2
2 lajo'r = ﬂ“f w(r,p) (%+ Ze exp (—rp—e, )z) de
ve=A() 0 y=1
2” oo
@) =t [[ulr) (4 + 3¢ costrp+a)) dp -
r=1

0

27

- in—lju(r, ®) ( Y ¢’sin (mp-i—e,)) do .
P r=1

Ktant donné que le membre gauche de cette identité est réel et que

chaque intégrande au second membre est aussi réelle, on conclut que

Pintégrale derriére ¢ est égale & zéro, donec

oo
D lajer £ n "lf [u(r, @) ‘ i+ Z o cos(vp+e,)|dy
r=0
(3)
< z-! max lu(r,q))lf “}4— > o' cos(vp+e,) |dy
0s9=2n 0 r=1
De .
1+ 3 ¢ cosbpte) 2 -3¢ -2,
v=1 v=1 1—9

résulte pour ¢ <1 la positivité de la série en cosinus au membre gauche
de cette inégalité. Or, dans la derniére intégrale dans (3), pour o<1
Pintégrande peut étre prise sans le signe de la valeur absolue. En dé-
composant alors cos(vp +e¢,) en cosvp cose, —sinyg sing,, aprés une inté-
gration terme & terme, il vient de (3)

o]
z |ay|QV/r" _S_ max Iu(r’(P)l? Q é %7
y=0 0sps2n

d’olr il en résulte le théoréme I en prenant p=1} et en faisant tendre
r = 1—0 d’une fagcon monotone.

3. Démonstration du Théoréme II.

Posons, avec 0<r<1,

flz) = Z " exp (vgi) .

=1

ot a; >0, a,=|a,| exp(et), v>1, et

Fi(2) = exp(—@i)f(2) = 3 0" exp[(v— )il = w*(r,9) +iv*(r,) ,
ve=]
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u*(r,p) = ay + io (oc, cos(v—1)p—pB,sin(y— l)q)) .

y=0
Des formules
2r 2n

2a,r = :rrlfu*(r,tp)dq), a,r = n—lfu*(r,go) exp[—(v—1)gilde,
0 0

par des raisons analogues avec (3), on aura pour p<1,
2n

e+ 3 ja e = a~t [ ut(ng) [o+ 3 ot expl(—rpsil| dp
y= s v=1

d’ot il s’ensuit

00
2“1"@ + Z |av|r'9y

=2
(4)

1+ Y ¢’ cos(vp+e,,)|dp.
y=1

2n
< a-tg max [u*(r,g)] [
0seps2n s

D’une part on a

[u*(r,p)| = |Reexp(—gi)f(z)| = [f(2)] =1,
et d’autre part de

[o o]

1+ > ¢ cos(rp+e¢,,,) >1— €

v=1 1- e

résulte la positivité de la série en cosinus au membre gauche de cette
inégalité pour p<3. En prenant alors pour g <3} l'intégrande dans la
derniére intégrale sans le signe de la valeur absolue, aprés une décom-

position de cos(vg +¢,,,) et aprés une intégration terme & terme il vient

de (4) .
20,70+ 2 laJr'e” £ 20 £ 1,
y=2

d’oll en prenant g=1} et en faisant tendre r —~1—0 on a
zllavl(%)” é 1- %al ’
ce qu’il fallait démontrer.
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