MATH. SCAND. 17 (1965), 41-55

MODULFORMEN
ZU INDEFINITEN QUADRATISCHEN FORMEN

HANS MAASS

Wie schon C. L. Siegel bemerkt hat [6], [7], konnen den indefiniten
quadratischen Formen

m
> Suxpr;  mit rationalen xy=ay, ,
ki=1

die sich durch eine reelle Substitution in

24 . tel-al - -2k, mit ptrv=m
iiberfithren lassen, (analytische) Modulformen n-ten Grades zugeordnet
werden, wenn 2|» vorausgesetzt und von gewissen Ausnahmefillen ab-
gesehen wird. Fir n=1 wurde dieser Sachverhalt mit Hilfe gewisser
Differentialoperationen von C. L. Siegel selbst bewiesen [8]. Eine Syste-
matisierung [4] dieses Verfahrens erlaubt eine Verallgemeinerung [5] und
damit auch die Behandlung des allgemeinen Falles n > 1, wie im folgenden
ausgefithrt wird. Angeregt wurde diese Untersuchung durch das Stu-
dium der grundlegenden Arbeiten [6], [7], [8]. So sei erlaubt, den vorlie-
genden Aufsatz Carl L. Siegel zum Eintritt in das 70. Lebensjahr in Ver-
ehrung zu widmen.

1. Die Thetareihen.

Es sei ©=@™=(s,;) eine halbganze rationale Matrix der Signatur
(@:v), A=UA,,. .., YU, ein vollstindiges Vertretersystem der verschiedenen
Restklassen + %™ ™ mod1 mit ganzem 2&, B eine Majorante von &,
d.h. eine positive Losung von PS-1P=©S, und schlieflich Z=2™=
X +1Y eine symmetrische komplexe Matrix mit positivem Imaginérteil
Y, so daB Z=X —4Y wird. Man bildet dann
(1) fu2.2) = 3 exp(2nic{@[P)X +iP[P]T}),

P=N(mod 1)

wobei iiber alle Matrizen §)=%)™® in der Restklasse A mod1 summiert
wird und ¢ das Zeichen fiir die Spurbildung bezeichnet.

Eingegangen am 16. April 1965.
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Fiir symplektische Matrizen
A B
s=(c o)
vom Grad » wird

(2) 8(Zy = (AZ + B)(CZ+ D)~
und allgemein
(3) f(2,2)|8,,, = |0Z+D|~*|CZ+D|~ f(8(z), S(Z)

gesetzt. Ferner sei f(Z,Z) der von den s Funktionen f%(Z,Z_), v=1,2,...,s,
gebildete Spaltenvektor. Er zeigt, wie H. Klingen [2] bewiesen hat,
gegeniiber der Modulgruppe n-ten Grades I" das folgende Verhalten:

(4) (2,2) |8, , = AS)§(Z,Z) fir Serl.

Hierin ist 26 =y, 28=v, und S - A(S) definiert eine unitire Darstellung
s-ten Grades von I'. Die Elemente der Matrizen A(S) lassen sich mit
Hilfe GauBscher Summen explizit berechnen.

Zu den Darstellungsmafien von & gelangt man, wenn man den Integral-
mittelwert g(Z,Z) von §(Z,Z) iiber dem Raum der Majoranten 8 berech-
net. M. Koecher [3] gibt hierfiir eine Entwicklung vom Typus

(5) a(Z,Z2) = e + 21% 8.%,2,T)

mit _

(6) gr(Z:Z, T) = z m(T7Q) Ha,ﬂ(Z[Q,]:Z[Q’]’Tr)
[

unter der Voraussetzung

(7) n £ min(x+ 8- $,2x,28), af>0 mit 200=pu, 26=v»

an. Hierin ist ¢’ =(1,0,...,0), sofern %A, =0 gewahlt wird, m(7",Q) eine
Spalte, die sich aus Darstellungsmafen zusammensetzt, und allgemein

8)  H, ,2,Z,T) = f exp(wic{Z(H +T) - Z(H - T)}) -

2130 o |H 4 T|o-¥n+ |[H — T|p-¥nsD (G}
die von M. Koecher untersuchte verallgemeinerte konfluente hypergeo-
metrische Funktion. Hinsichtlich der Summation in (5) und (6) ist
folgendes zu bemerken: 7' durchlduft in (5) alle n-reihigen rationalen
und symmetrischen Matrizen vom Rang ¢ <r. Wird T =T fest gewihlt,
so daB

T = T = (f; g) [U]
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mit einer unimodularen Matrix U gilt, so wird

To
T, =T0= (0 O)

gesetzt. Sodann durchléuft @ =@ ™ in (6) ein volles System beziiglich
der Einheitengruppe I'(7,) von T, linksseitig nicht assoziierter primi-
tiver Matrizen.

Offenbar tbertragt sich (4) unter der Voraussetzung (7) sofort auf den
Integralmittelwert von §(Z,Z):

(9) 8(Z,2) |8, = AS)g(Z,Z) fir Serl.
Um nun unter der Voraussetzung
(10) =0 (modl)

aus g(Z,Z) die Variable Z zu eliminieren und zugleich (9) in eine Trans-
formationsgleichung fiir (analytische) Modulformen iiberzufiihren, wurde
in [5] der Differentialoperator

e [, 50
() Mo=2 8"(2 Z’az)

mit
(12) en(@) = a(x—13).. .(x—3n—1)) fir n>0, gx)=1
und

_ 9 T ky. . ky
(13) s (z_z,_> _ ( . h) [.1 . ]
" 0Z i1<§<ih kl"'kh Z-Z L. ]z

ki<...<kp

fiir &> 0 sowie sy(Z—Z2,3/0Z)=1 eingefithrt. Allgemein ist hierbei

) )
1 1---h — . -
- () = lageds wr=L2 ik,

fir beliebige Matrizen 4 =A4™"=(a,) und 1=4,,..,i, <m sowie 1=
ky,...,k, <n, entsprechend auch

Ty. . .0 0
15 v "‘] =le, , —|, w=1,2,....h
( ) [kl' . 'kh VA lﬂk’ 3zi#k” ‘u ’
fiir symmetrische Matrizen Z=7™=(z,) und 1=4,,...,5, ky,...,k, S,

wenn noch e, =3(1+4,) mit dem Kroneckersymbol 4, gesetzt wird.
In [5] wurde fiir n=2 bewiesen und allgemein vermutet, daB M, der
Transformationsformel

(16) |CZ +D|-*-* |CZ +D| M, |CZ+D|* = M,



44 HANS MAASS

geniigt, wobei C, D die zweite Matrizenzeile einer symplektischen Matrix

8 bezeichnet und M, durch die Substitution Z — S(ZY, Z - S(Z) in M,
tibergefithrt wird. Tatsichlich gilt (16) allgemein, wie wir in 2. zeigen
werden. Gleichwertig mit (16) ist

(17) Ma(f I Su,ﬂ) = (szf) | Sa+l,ﬂ—1

fiir beliebige Funktionen f=f(Z,Z). Unter der Voraussetzung (10) ist
daher das Operatorenprodukt

(18) M= Moc+ﬂ—lMoc+ﬂ—2' MM,

eine verniinftige Bildung. Wiederholte Anwendung von (17) auf (9) er-
gibt dann fir _
(19) H(Z,2) = Mg(Z,2)

eine Transformationsformel der gewiinschten Art:
(20) YWZ,2) | 8,450 = AS)9(Z,Z) fir SeT,

so daB nur noch die Unabhiingigkeit des Formenvektors H(Z,Z) von Z
gezeigt zu werden braucht. D. h. es ist die Wirkung von M auf die Funk-
tionen H, 4 in (6) zu bestimmen.

Im folgenden werden die Voraussetzungen (7) beibehalten. Die auszu-
fiihrenden Umformungen sind dann sémtlich zu rechtfertigen. Bekannt-
lich ist fir p>4(n—1) und W=W'>0

1) [ exp(—o(WP) [P0+ (4P} = |W|T(e), P=P®,

. P>0
mit

n—1
(22) Tu(e) = kI_IOﬂ*"F (0— k) .

Die Funktion (8) 148t sich mit Hilfe des verallgemeinerten Eulerschen
Integrals (21) sowie des Fourierschen Umkehrtheorems auf

23) I, ,(2,2.T) = f \Z+ V|~* |Z+ V|-? exp(— 2nio(VT)) {dV}
zuriickfiihren. Die Integration ist hier iiber den vollen Raum der sym-
metrischen n-reihigen Matrizen V auszufithren. Man erhilt
(24)

H,,2,2,T) = 2-" a~+pm exp (yovi(x — B)n) In(o) Tn(B) 1,,4(2,2,T) .

Fiir «=p wurde diese Identitdt von G. Kaufhold [1] bewiesen. Der all-
gemeine Fall erledigt sich in gleicher Weise. Neue Schwierigkeiten
treten dabei nicht auf.
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Wir berechnen (23) fiir «+ 8,0 an Stelle von «,8, indem wir die Fou-
rier-Transformierte

(V) = J o(T) exp (2nio(TV)) {dT}, V'=V,
der Funktion

(p(T) _ !IT[“"HS_}(”&-I-I) exp(2n1’a(TZ)) fur T>O ,
— 10

sonst

bestimmen. Es ergibt sich unmittelbar
P(V) = (2n)~@+0" exp (il + B)n) |Z + V|~ Ty(ax+p)

auf Grund des Fourierschen Umkehrtheorems also

1
25) I, = — 2-tnn=D) (27 )+ exp ( — dmi(x + B)n)-
(25) +5,0(2,2,T) T (x+h) (27) P( tni(oc+ B) )
[|T|x+8-¥n40 exp (2700(TZ))  fiir T>0,
0 sonst .

Die Formeln (24) und (25) sind der Entwicklung (6) entsprechend zu
verallgemeinern. Ist @ =@Q"™ eine Matrix vom Rang r und 7', eine
r-reihige symmetrische Matrix, so gilt ersichtlich

(26) H, ,(Z[Q'].Z[Q.T,)
= 2" @401 exp (yni(x — B)r) I'o) I'B) 1, (2(Q'1, 21Q'), T')

(27) I,15,0(Z[Q).Z[Q'),T,) = 2irtr=D( 2 ) +Brexp( — foui(o + B)ry

I'(x+p)
I, |=+p-10+D exp (27100(T,[Q)2))  fir T,>0),
0 sonst .

Die Wirkung von M auf (26) ist sofort festzustellen, wenn man (siehe [5])

(28) MIZIQ'T+ V[ |Z[Q]+ V| = e,(x) |Z[Q']+ V|~*1 |Z[Q']+ V|-p+1
mit

(29) H (c—%k) =

beachtet, woraus

(30) M,I,4(2(Q1.Z(Q).T,) =

(oc+1)
Th)

oc+1)
T

erhellt. Wiederholte Anwendung von (30) ergibt mit (27) die gewiinschte
Formel

L11,51(21Q'),2[Q'1.T,)
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(31)
MH, (Z[Q'1,Z[Q'],T,)
_ (_1)rﬂ%%@0gi>ﬂ |T,|=+#-¥r+D exp (2nio(T,[Q1Z)) fir T,>0,

0 sonst ,

wobei zur Abkiirzung

(32) oM — 9reti—itr+D) w
B Tt p)
gesetzt ist. Dem Fall r=0 entspricht
T,
Ty(«)

Der Operator M fiihrt die Reihe (6) wegen (31) in Null iiber, wenn nicht
T,>0 ist. Wir diirfen uns daher auf die 7'= 0 mit Rang 7'=r beschrin-
ken, so daB auch 7'=7, gilt. Auf die Forderung, daB die @ in (6) be-
ziiglich I'(T,) linksseitig nicht assoziiert sind, kann verzichtet werden,
wenn man m(7,,Q) durch die (jetzt endliche) Ordnung E(7,) der Ein-
heitengruppe I'(T,) dividiert. Es bezeichne {7} einen speziellen Repri-
sentanten in der Klasse {7',[U] | U = U™ unimodular} und @, eine beliebige
primitive Matrix von r Zeilen und n Spalten. Offenbar wird dann zu-
folge (5), (6), (19), (31) und (33)
Iy(x+8) <

7y _ Lal®+P) _1\rB D
B9 W& = e S0, S s

' QE (T, Q,) exp(2nio(T,[Q,12)); -

[Trla+ﬂ—i(r+l) .

Diese Reihe hiingt also von Z nicht mehr ab.

2. Die Transformationsformel fiir M ..

Man stellt leicht fest, daf die Transformationsformel (16) fiir das
Produkt 8,8, zweier symplektischer Matrizen gilt, wenn sie fiir die Fak-
toren 8; und 8, richtig ist. Es geniigt demnach, (16) fiir die Erzeugenden

E P U o ) 0 E)
(O E)’ (0 u-1)’ -E 0
der symplektischen Gruppe zu beweisen. Hierbei ist P=P™ eine be-

liebige reelle symmetrische Matrix und U= U™ eine reelle Matrix mit
einer von Null verschiedenen Determinante. Aus technischen Griinden
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und auch zur Betonung der Unabhingigkeit der Matrizen Z und Z ver-
wenden wir hier W an Stelle von Z.

Die Behauptung ist fiir den Transformationstypus Z=Z+P, W=
W + P evident, so daBl wir uns gleich dem zweiten Typus

Z=-vzu, W=UwWU
zuwenden koénnen. Wegen

0 0
=yt
o7 0z
und

Z-W =U@Z-W)U
folgt auf Grund eines Laplaceschen Determinantensatzes fiir 4> 0
A a0
0z 0<...<th N1<...<jn k1<...<kp li<...<l

(zlzh) (jl...jh) [Icl...kh] (lllh)

91. . ']h U'(Z-—W)U kl' . 'kh U_1 l].' . 'lh VA 7/1- . .th U1
_ ll...lh) [lcl...lch]

lc1<§<kh ll<§<lh <k1' . 'kh Z-w ll' . 'lh Z

b7
= Sh(Z—W,gz),

also AMa=Ma, g.e.d.
Einen erheblich groferen Aufwand an Determinantenrechnungen er-
fordert der Nachweis von (16) im Fall

(35) Z=-21 W=-Ww-1,

dem der Rest dieses Aufsatzes gewidmet ist. Wir beweisen die Trans-
formationsformel, indem wir s,(Z— W,9/0Z) durch die Elemente von
Z(0[0Z) ausdriicken, so dal von der einfachen Vertauschungsregel

9 9
Z\Z|* = |21*)Z — +«E].
(36) Z 121" = 12| {Zazm ]

Gebrauch gemacht werden kann. D. h. wir bendtigen gewisse Verallge-
meinerungen der Capellischen Identitit (siehe etwa [9, S.39-42]) fiir
symmetrische Matrizen.

Wir setzen Z(9/0Z)=(D;) (u=Zeilenindex, v==Spaltenindex), so daf3

0
(37) 'D; = 5,44’3_6';
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wenn 3,. . .,3, bzw. 0[d3y,. . .,0/d3, die Spalten von Z bzw. 8/0Z bezeich-
nen. Gleichwertig mit (36) ist

(39) DLz = |21 (D) +08,}

Werden die Spalten 3,, ¢=1,2,...,h, bei der Bildung des Operatoren-
produkts D} Dy2. D;"h als konstant angesehen, so erhilt man einen
neuen Operator den wir mit 771772 ... T'" bezeichnen. Offenbar ist

! ' ’ a a 3
ol T = b (3;42' --(3;4;.5;)---5“) %
vp Vg, v
Mit Hilfe von
0
epvgz_zuﬁ = %(5;;“ 6vﬂ + 6;46 670;)

v

bestatigt man

D,T¢ = D,Df = T T% + 35, Tg+%zwe,ﬂ@

und allgemeiner

DT, T =TT, .T""+?}Za T TI T +

K17 B2 H1 opg’ Vibr l‘l

Z rlll I‘y e”l"r a

h
r=2 JELr vp',

Esseiy, < ... <yyundy, < ... < v, fernerl,,. . ., 4, eine beliebige Permuta-
tion von pu,. . .,u,, sowie &4l--4" ihr Vorzeichen. Dann ergibt sich

(39) X &LigrDpTi... T3 =, 2 83‘1‘.'.‘.‘£‘”T§‘7’22---T$2+
1,...

Ay e.ndn

+ %Z Z 5,11,8 s T I T3+

f=2 Ay..d j*1,r
B1.. 1R 4
+3 Z E 8/11...1,. 2 11 TA, Covn gy
r=241,.. J¥Lr ”1"1'

Vertauscht man in der ersten Doppelsumme A; mit A,, so geht sie in

—4h—1) X erhro,, T . T
PR A
iiber. Die zweite Doppelsumme hingegen ist Null, da sie bei Vertau-
schung von 4, mit A, das Vorzeichen wechselt.
Allgemein definieren wir eine Determinante |w,;| mit ¢ als Zeilenindex
und k& als Spaltenindex, ¢,k=1,2,...,h, mit Elementen w,;, aus einem
nicht-kommutativen Ring durch
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— 1...h
|wgl = 2 Eur.up Pug1 Ppgz -+ Dppp
Blseooslth

wobei uy,...,u; alle Permutationen von 1,...,h durchliuft. Aus (39)
ergibt sich mit
D::‘,"l = ‘D;llz + 6yiv1 %(h_ 1)

nunmehr die Identitdt
|D*"1 T2, .. T;’; T"1 T”ﬁ T;"l
ID,’,"h"l T2... T T”l T’2 LT
Hieraus folgt durch vollstindige Induktion nach %

(40) |Dy¥| = T
mit
(41) D;fl.”" =Dk +4,, t(h—F).

Die Indizes ¢ und % durchlaufen hier und im folgenden, wenn nicht
ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird, die Zahlenreihe 1,2,...,h.

Offenbar ist
T — (/‘l-wﬂh) [Ql...gh] ’
| " 91<§<a}. 01---0n/z V1 -Vrilz
also auch
oo Ml' . '”h y
(42) [ﬂl ,u'h] _ ( ) -
Vi---Vplz 91<.z..<e;. 01---0n/z1
Bekanntlich ist
(43) (/41.-.!1};) _ (Vl...vh) VIES
'Vl...’Vh A_1 lu'l"'/lh A
wenn

('u 1 b h) das algebraische Komplement von (‘u 1 H ")
Viee Y/ 4 Vi-«-V/4

in |4| bezeichnet. Wird (43) auf 4 =Z angewendet, so ergibt sich nach
(40) und (42) die verallgemeinerte Capellische Identitat in der Gestalt

(44) [‘ul' B '/"h] — |Zl_1 z (91' .. @h) | *vkl
V1.« Valz 0<...<ep My Mp
Wegen

Dy*\Z|* = |Z|*{Dk+ 8+ 3(h—K))}

folgt nun unmittelbar

(45) [ﬁi:::f:]zw = a(w+1)...(x+3(h—1)) (;i:::;';)zw—l.

Math. Scand. 17 — 4



50 HANS MAASS

In [5] wurde fiir diese Identitidt ein komplizierter, d. h. nicht angemesse-
ner Induktionsbeweis angegeben.

Wir benotigen noch Determinantenrelationen fiir die transponierten
Operatorendeterminanten. In Analogie zu (39) ergibt sich, wenn4,,. .., 4,
wieder alle Permutationen von u,,...,u, durchliuft,

46) 3 efDaTn Th= 3 Tl Th+

Yh
2.1, JY 3

+3 3 b AT TT Ty

=2 A1,...,4} J*Lr
7}
+% z z lh zval ].—.[ Tv, elll,- P T
r=2 11,...,A,, CIWN

In der ersten Doppelsumme wird 4; mit A, vertauscht. Die zweite Dop-
pelsumme verschwindet, da sie das Vorzeichen wechselt, wenn man 1,
mit A, vertauscht. Addiert man schlieBlich zu beiden Seiten der Gleichung
die Determinante

(x—3(h*=1))I0,,,, T4,..., T4, i=12,...,h,
mit willkiirlichem A*, so ergibt sich
(47) |Diitd,, (x—3(h*—1)), TH,. .. Tk

= |15 + (zx $(h*—1))I8,,,,, T, . .., Th| —

- % 2 IT’I’ : "r 1’ 6/‘1‘"1" 77"r-i-l’ ° Tl‘t
Wir setzen
(48) At = DM, (x— 3 (h—E))| -

T3t by, - - .,,) entstehe aus |T%i, indem man die Spalten mit den
Indizes v,,...,%, durch die entsprechenden von |J,, | ersetzt. Wir
beweisen b e ()

EplX
(49) g =3 = X Ty %)

=0 En—r() 01<...<gr

durch vollstindige Induktion nach h. Die Identitidt (49) gilt ersichtlich
fiir h=1; sie sei richtig fiir A—1 an Stelle von A, dabei 2>1. Dann folgt

(80) A5 = 2 (= D)7 DL+ 8, (o — BB~ 1)) AL i1 o0

= _2 (=17 (DM +8,,, (x—H(h—1))-
Jj=1
A1
8};——1(0‘) Z LB W, ...v ) .
v2... -..Vh\TQ1 or
r=0 Ep—p—-1() 2<01<...<grsh
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Nach (47) ist

h .
3 (= 1P (D5 (3= Hh = 1)) Tt Hiivses i )

J=1
= T Oy - ve) +(x = HA= 1) T 000, . 3,) —
A
-3 22 T gy - You v+ 27,,)
9*021,—...,01'

zu schlieBen, indem man alle Determinanten in dieser Identitit nach
dem Laplaceschen Entwicklungssatz geeignet zerlegt und (47) mit b —r, A
an Stelle von h,h* ansetzt. (50) geht damit iiber in

1.y 5 mgh‘l(“) 1. .. 6h
Apph =3 S Ty v+
r=0 8h—r—l(‘;") 2<501<...<er<h
h
+(cx—%(h—l)T Voo V) — 3 2 Thllh(y, v, )}
=2
e+ e
=T () +ep(o) T i (vy. . ovp) +
h—1
p—a(x) .
+ 3 == 2 Tor b (v, - - - 9,,) +
r=1 Eh—r—-l(‘x) 2501<...<er<h
h-1
ep(x)
— S Ty 9,) -
=1 En—r() 1Se1<...<ersh
=1
h—1
rep_g(x) _
-5 o > T’:ifh (Vg -+ +¥g,)
r=1 h—r 2<01<...<ersh
Wegen

p-1(x) _ Tep- 1(ox ) ep(x)
ep—r-1(®) 2£h ) 'Eh-—r(a)

folgt nun (49), q.e.d.
Um die Identitit

(51) 2|1 |W| M, |Z]* = M

fiir die Transformation (35) zu beweisen, beachten wir, da
A0\
Z = = (Z '_A) )
oZ o7

0
3—:=—D$‘
%,

also

ist. Mit Hilfe von (42), (40) und (38) resultiert dann
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A A D ce A
8h(Z_W,'—;:) lle= z ('Vl 1"h) lD::ﬂk[ lZ[:x
p1<...<pp M1 - -Bn/ B-Wi1
1<...<rp

- 3 (vl...vh

Hy- - -ﬂh)E—W—lz

N

| =Dy + 6,,,3(h—k)| |Z]*

Hivg2
m<...<up
11<...<vp
Vy.e..¥
1 1 h
=iz 3 () e,
m<...<upp \M1- - -Mn/ w-1z-g
N<...<vp

also
21 (W 121 = jzaw s ) s (vl---vh

h=0 En(%) < cpp \My- - ~.uh) W-12-E
N<...<p

n
ep(x)
_ 3 5L th(v,, . - V)
r=0 eh—r(lx) 01<...<gp

Seien g,4;<...<g,und 6,1,<...<0p 2 9;<...<g, und 0;< ... <a,
so bestimmt, daB g,,...,0; und ay,. . .,0;, Permutationen der Zahlenreihe
1,...,h sind. Es gilt dann

= -t e i "
Thr--bh(y v,) = 3 (—=1)at.te 01+...+6,-(.ual ,uo,) PHansr bon )
vi...%h e1* " *Ter v o s
0<...<op 1’91. . .’Ver or+1'°"°"eh
wegen

("’1' . ""h) — (_ l)Ql+...+Qr+01+...+Ur ( Yor* * Yotorsat + Yen )
W-1Z-E HMoy- - ':ua,-:uo,-_*_l' «-Mop/ W-1Z-E

Hy---Up
also
. LR )
|Z| 1= | WM, |Z]* = |Z7*W| 3 3 ——~ > >
50 r=0En—r(%) Hapy <. <Bgy YHoy<---<Hg,
"Qr+1 ...<veh ”91<"'<"g,-

( Yor * Yerlorsat + Yen ) (‘u"l' : ./4,,7) }T#°r+l""‘°h(')
v, N ¢ .
W-1Z-E B

Hoye o Mopliopy- -+ Hap Vor-  Vop en

Wir fithren j=h—r an Stelle von % ein; offenbar ist 0<j<n und 07 <
n—j, sofern j gegeben ist. SchlieBlich ersetzen wir noch

Hapse s lgps Bapyyse + sy = Kpse v oy Gpy fhyse e s fhj

Y,

o 37

o Vs oYy Bis- o s Br V1o s
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Es ergibt sich

- n e ey
(52) |Z|t* |W| M, |Z|* = |ZW| Z n(o‘){ z z z
j=0 &j(x)

r=0 ;<...<pj 1<...<ap
r1<...<¥j f1<...<Br

(.31-.-/3, vl...vj) (ocl...oc,> }T"l“-”_i(-)
Kype oo &p fge B/ w-1Z2-E Bi-- B g

En( z akt- e (L)
Y1...9j Y1...%5
0 8]'(0‘) m<...<pj

~

I
TM )

v1<...<v7
mit
@M = IZ‘IWIEJ s (ﬂl"'ﬂr ”1'--”1') (“1---%) .
v1...% r=0 01<...<ap Kpe o o g My .‘uj W-1Z—E ﬁl' . 'ﬂr E
f1<...<Br
Es sei allgemein
Evl R (61'1%)’ 7’>k = 1,2, N,
also
E;’q. un(aik) Evl.. vy (ayivk) ’
folglich

(91---9:) _ (ue,~--ﬂg,)

010 By AB, Voro v Vo) 4

fiir A =A™, Wir ergéinzen u, < ... <p;bzw.»,<... <y;durchg,<... <
Qn—j bZW. 0;< ... <0,_; zum System aller Zahlen 1,...,n und setzen

n—j

R=E S =&,

01...0n—j K1...Hj > ce On—j¥1... % ‘

Es wird dann

(ﬂl...ﬁ, vl...vj) _ (ll...lrn—j+l...n)
al...(xrﬂl...‘u’- W—-1Z—E %1...%,.771—.7‘*‘1...7?/ S(W-1Z-E)R

mit B,=0;,, &,=0,, 80 daB sich mit G=8(W-Z—E)R und
(le. . .zx,) _ (%1. . .x,)
BroB)e~ \ M. i) ps
schlieBlich

. nd Moo An—=j+1...n Moo
:41...#,____ Z_1W ( 1 r ) ( r)
aplo = |Z7IW| 3 2 o \Aye . A/ ps

=0 1Sx<. .. <xpsn—j Hyeo KN —J+1...70 oA,
1Sh<...<hs=n—)

>

ergibt. In der Zerlegung der Matrix

_(Gy Gy
@ = (g} G)
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sei Gy=G,9. Es gilt

_(EGG N\ 54 E O . (G- G,G, G, 0)
G‘(o E )0(04_103E) it G“( 0 @)

G entsteht also aus @, indem man gewisse Vielfache der j letzten Zeilen
bzw. Spalten zu den vorangehenden Zeilen bzw. Spalten addiert. Dem-
nach ist

()vl. . -11‘ 'n—j+l .. a"/)
(&4

#...%,n—j+1...n

(ll...lr n—j+l...n)
@

..o %,n—j+1...n

.. .A,
- (> Gl

#ye . ~"r)01—0204—103
Wir setzen noch

I * ,
R'S = ( ) mit I = I»-9;

* %k

ersichtlich ist I=(4

q,'uk)y
(xl...xr) _ (xl...nr)
Moo A s Ao AL
|Z-\W| = |E+8SGR'|-1.
Damit folgt schlieBlich

t,k=1,2,...,m—j und

Ferner gilt

j g A ..
@yt = |Gy |E+SGR|7 3 5 (Al :)
re0 1sh<...<tpsn— \r- A/ (G1-G204-100)I

= |G| |E+(G,— GG, 'G5)I| |[E+SGR'|-1.
Andererseits ist

n—j+1...n
n—j+1.. 'n)R'(E-WZ—l)S
n—j+1...n
n—j+1...n/g@ z1wr

(
(
(n—j+1...n
(
(

(lh- . -#,-)
'VI. . .'Vj E-WzZ-1

n—j+ ]. R () G(E+R'SG)—1

1 ""’”.) (B + R'SG)G-1
1...n—j (BE+R'S@G-1

l...n—j

1

) \E+SGR| (@] .
< M—=)]g-1+R'8
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Man bestitigt leicht

o (Gy— GG, 1G) 1 +1 *
G1+RS=( 1 24* 3 *)

und erhilt somit

(Mr <My

) [(G1— GGy 71G5) 1+ 1| |G] |E +SGR'|-1
V.- Vi /E_wz—1

|B + (G- GG 71Gy)1 |Gy |E +SGR'| 1

— M. B
=all,

s (ﬂ1---l‘j

V1. .'Vj >E—WZ“1

nach (52) also

|Z|-1== | W| M, |Z]* = 3

~

Enla

Tnmi) =M

v ® I
Jj=0 Ei(o‘) m<...<pj !
1 <...<y
q-e.d.
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