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ETUDE D’ENSEMBLES DE DITKIN
FORT DANS LES ALGEBRES TENSORIELLES
ET LES ALGEBRES DE GROUPE

FRANGCOISE LUST

1. Définitions et notations.

Soient K un espace topologique localement compact, Co(K) ’algébre
des fonctions continues sur K tendant vers 0 & l'infini, % une algébre
de Banach réguliére, de spectre K.

Etant donné un fermé E < K, I(E) désigne 1'idéal des fonctions de #
nulles sur E, J(&) désigne ’adhérence dans Z de 1'idéal I (E) des fonc-
tions nulles dans un voisinage de E.

E est un ensemble de synthése si I(E)=J(E).

E est un ensemble de Ditkin si pour toute f € I(E) et tout ¢ > 0 il existe
g € I,(E) telle que ||f—fyll <.

E admet une unité approchée bornée 8’il existe une constante M > 0 telle
que pour tout &> 0 il existe g € I(E) vérifiant

(i) lgll< M,
(ii) pour toute fe I(E), ||f—fgll <e.

Supposons K compact. D’aprés [6, Ch. 8], E est un ensemble de Ditkin
Jort &’il existe une constante M >0 telle que pour tout voisinage 2 de £
il existe e, € # vérifiant

(i)' eq € Iy(E),
(i) eg=1 dans le complémentaire de 2,
(i) [legll <M.

Rappelons qu’un ensemble de synthése et de Ditkin fort est de Ditkin.
Nous noterons:

_A(R") (respectivement A(T)) I'algébre des transformées de Fourier de
LYR") (respectivement L(Z"));

_V(R2") P’algébre tensorielle Co(RMRCH(R™);
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_V(K,x K,)=V(R?)[I(K, x K,)=C(K,)&®C(K,) I'algébre des restric-
tions & un compact K, x K, < R?",
Nous démontrerons les théorémes suivants:

TrEOREME 1. Soit K, x K, < R* un compact contenant la sphére unité.
La sphére est de Ditkin fort et de Ditkin dans V (K, x K,). Elle détermine
dans K, x K, des régions fermées (intérieur et extérieur) qui sont de Ditkin
dans V(K, x K,).

THEOREME 2. L'intérieur et Uextérieur de la sphére m’ont pas d’unité
approchée bornée dans V(K, x K,) ni dans A(R").

Nous généraliserons dans V(K, x K,) & des fermés autres que la sphére
et définirons des « fonctions de niveau » analogues aux fonctions radiales.

2. Définition et étude locale des fonctions de niveau.

D’apreés [2] une fonction radiale de 4(R”) coincide sur tout compact
de 10, +oo[ avec la transformée de Fourier d’une fonctions de L (R),
w, étant le poids (1+ |z[i®-V), Démontrons le résultat analogue:

ProposrrioN 1. Une fonction radiale de V(R?**) coincide localement avec
une fonction_zp(z,?:lzf) ou @ appartient a A(R).

Notons
I =101, =z = (x,...,%,)un point de I?*
I' =011, ¥ = (Y1,-..,¥Ys,) un point de I'2n,

Considérons les homéomorphismes 6,: I — I’
>l 1=1,...,20,

et les applications associées

T = (0,x.7.x8,) : CI'™->cCd"),
U= (0,y%.7.x0,): CUI'™) > CI"),
QU s V(I'2m) > V(I

f’é)Uv définit un isomorphisme entre 1’espace des fonctions de V(I'%»)
constantes sur les hyperplans {y € I'®* | 32" y,=constante} et les fonc-
tions radiales de V(I2*). Il suffit donc de démontrer le lemme suivant:

LemMME 1. L’espace des fonctions de V(I'*") constantes sur les hyper-
plans est localement isomorphe a A(T).
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Considérons I'application d: [-1,1] - T
x > i
avec d[—1,1]=T, et les applications associées

dn: O(Tr) - O([—1,1]7),
dr&dn: V(T2 > V([—1,1]").

dn@dr définit un isomorphisme local entre les fonctions de V(I'2%) con-

stantes sur les hyperplans et les fonctions de V(T?") constantes sur les

fibres
{t e T2 | TI?", ¢, = constante} .

D’aprés [7, Ch. 8] I’espace des fonctions de V(T2") constantes sur les
fibres .
{t e T2 | ¢, ,;,=constante, i=1,...,n}

est isomorphe & A(T*). D’autre part I'application R: T* - Tn,
vy X oo X, tivmr by, 1=2,...,m,

définit un isomorphisme de A(T*) sur A(T?) identifiant les fonctions con-
stantes sur {t € T | ¢, x ... x ¢, =constante} aux fonctions ne dépendant
que de #, c’est-a-dire & A(T).

Plus généralement soient I,, I,’ des intervalles compacts de R, et

0;: Iyx...xI, -1/, i=1,...,n
0;: Ipyx...x1ly, 1/, i=n+1,...,2n

des applications, associées & T=(0,%.7.x0,), U=(049%.7.%0,,),
TQU. Supposons que T'=0,x%...x0, e¢ U=0,,,x%...x0,, soient
des homéomorphismes de I;x ...x1I, sur I,'x...xI, et de I,,;x
oo x 1y, sur I, x ... x I, respectivement.

DirinrrioN. Une fonction de niveau dans V(I;x ... x Ip,) est I'image
par TQU d’une fonction de V(I,' x ... x I;,) constante sur les hyper-
plans

{yelyx...xI,, |3, y,=constante} .
ProrosiTioN 1bis. Une fonction de niveau coincide localement avec une

fonction (33", 0,(x)) o @ appartient & A(R).

3. Propriétés de synthdse et de Ditkin fort.
Les notations sont celles des paragraphes précédents.
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PropostTION 2. Soit H UVhyperplan {yel)x ...xI,, |3™ y,=1}.
Le fermé E= (T x U)~Y(H) est de synthése dans V(R2"),

I1 suffit de montrer que E est de synthése dans V(I;x ... xI,,) car

I x ... x1I,, est de synthése dans V(R2"). Cela résulte des lemmes sui-
vants:

Lemme 2. Soient K,,K, K,',K," des espaces topologiques localement
compacts, T et U des homéomorphismes de K, dans K,' et de K, dans K,'.
Soit E' un fermé de synthése dans V(K,'x K,'). Alors E=(T x U)-Y(E')
est de synthése dans V (K, x K,).

La démonstration est évidente.

LeMME 3. L’hyperplan H={ye[—1,112* | 3" y,=1} est de synthése
dans V([—1,1]%).

Reprenant les notations du lemme 1, il suffit de montrer que
drxdvH) = d*xd™([—1,1]**) n {t e T2* | [T, ¢,=¢?} = T n H,

est de synthése dans V(T2#).
Soient M Plapplication: T» - T2»

tl’ o e ,tn haad tltﬂ+1’ “oe ,tn_ltzn

et M lapplication de Hopf associée [7, Ch.8]: A(T?) - V(T?%). Par
définition,
Hy = M{teTr |1} t;=¢€} = MoR{teT" |t,=¢'}.

L’ensemble {teT" |t =e'} est un translaté de sous-groupe donc est de
synthése dans A(T?). D’aprés [7, Ch. 8] H, est donc de synthése dans
V(T2). . .

Soient feI(T**nH,)<V(T") et F=dr@d*(f)eI(H)<V[-1,1]n.
Pour tout e>0 il existe x tel que 0<a<} et [|[F(y)—F(ay)|<e. Il en
résulte que I(T*»n H,)=(d"&d")-1I(H) est égal &

I(H)/I(T2m) = J(H/I(Tm) = J(T*nH,) .

ProrosITION 3. La portion E de la sphére unité située dans [0,112" est
un ensemble de Ditkin fort dans V([0,1]2).

Les ensembles {z €[0,1]2* | 32" ,2,2—1€v(0)} forment une base de
voisinages de £ dans [0,1]** lorsque »(0) parcourt une base de voisinages
de {0} dans R. Le point {1} étant de Ditkin fort dans A(T), & tout v(0)
correspondent un voisinage w(1)<T tel que d-1(w)<v(0) et une fonction
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e, appartenant & A(T). Notons F une fonction de V([0,1]2") égale & 1
dans un voisinage de E, a support inclus dans

{.’1} € [0’1]2n ‘ Z%:lwiz— le [— 1,1]} .

La famille des fonctions

F@)[1—d(e,)(32, 22—~ 1)]

répond & la question.

REMARQUE. Le méme raisonnement montre que si K; x K,<R2" est
un compact contenant la sphére unité, celle-ci est de Ditkin fort dans
V(K; x K,).

THEOREME 1. La sphére unité est un ensemble de Ditkin fort et de Ditkin
dans V(K,x K,). Les régions fermées (intérieur et extérieur) qu’elle dé-
termine sont de Ditkin dans V(K x K,).

Dans K, x K, <R I'intersection de deux Ditkin fort est un Ditkin fort.
La portion E de la sphére unité située dans [3, £]2" est donc de Ditkin
fort dans V([0,1]2#). D’aprés la proposition 2 elle est aussi de synthése,
done de Ditkin dans V([0,1]2*) ou V(R2"). La sphére unité, réunion finie
d’ensembles de Ditkin est done de Ditkin dans V(R2%). Pour la seconde
partie du théoréme, la démonstration est analogue a celle faite dans
[5, Ch. 7.5] pour A(R®).

Plus généralement, soient I, i=1,...,2n, et J, J', J' des intervalles
compact de R tels que J'+J"'c —J, J'+J"”+ —J. Considérons des
applications continues:

I,x...xI, —>J,
I

4
a1 X oo X Aoy > J",

I, -J,

o€s

6 étant de plus un homéomorphisme de I, sur J, et I’ensemble

={mel;x...xIpy | 0(@)+e@s...,%,)+9(@p41. .. Ts)=0}.

ProrosiTiON 3bis. Le fermé E est un ensemble de Ditkin fort dans
V(Iyx...x1y,).

Les ensembles

fwelix...xIpy, |2,— 0 —@(Xy. .. %,) —P(@piq - - - Ta,)] € 0(0)}
Math, Scand. 28 — 21
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forment une base de voisinages de E dans I;x ... xI,, lorsque v(0)
parcourt une base de voisinages de {0} dans R. La fonction 6-! étant
uniformément continue sur J il en est de méme des ensembles

{fgel;x...xIy, | 0(@)+@@y...%,)+p(@yeq ... Ts) €0(0)}.

La démonstration est alors la méme que pour la proposition 3.

ExempLE. Le graphe<lI, x I, d’une fonction réelle continue sur un
intervalle compact I, de R est de Ditkin fort dans V(I; x I,).

Regroupons les hypothéses du paragraphe 2 et de la proposition 3bis.

Soient Ii, I/, i=1,...,2n, des intervalles compacts de R tels que
L' +...+I,,c —1I,. Soient

01: Il '—)Ill,

0;: Inx...xI, ->I/, i=2,...,n,

0;: Inyaxoo.xly, 1), ©1=mn+l1,...,2n,

des applications telles que 7'=(0; X ... x0,), U= (0,41 % . .. X 0,,) soient
des homéomorphismes.

THEOREME 1bis. Le fermé E={xel;x ... xI,, | 33" 0,(x)=0} est un
ensemble de Ditkin dans V(I;x ... x I,,), ainsi que les regwns

E,={xel,x...xI,, |3 0,x)=0},
By={wel,x...xI,, |3 0,x)<0}.

4. Applications de la détermination des fonctions de niveau.

THEOREME 2-A. Soit K, x K,<R* un compact contenant la sphére
unité. L'intérieur et Uextérieur de la sphére ne sont pas de Ditkin fort dans
V(K,x K,). Les régions E,, E, définies dans le théoréme 1bis ne sont pas
de Ditkin fort dans V(I x ... xI,,).

Cela résultera de I’appartenance locale & A(T) des fonctions radiales et
des fonctions de niveau, et du théoréme suivant [1, Ch. 3]: soient K
un espace topologique localement compact, #Z une algébre de Banach de
spectre K, E,, E, deux fermés de K. Une condition suffisante pour que
lidéal I(E,)+ I(E,) soit fermé dans # est que E, ou K, admette une
unité approchée bornée.

Ici E,, E, et E,nE, sont de synthése. Nous avons donc:

I(B) + 1(E,) = J(E)+J (&),
I(E)) +1(E,) = J(Ey)+J(By) = J(E\NE,) = I(E,nE,) .
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11 suffit donc de trouver une fonction de I(E,nE,) n’appartenant pas a
I(E,)+I(E,). Soit F € I(E,nE,) une fonction de niveau. Si F=F,+F,
avec F,eI(E;), i=1,2, la fonction F, est nécessairement une fonction
de niveau. Les fonctions F, F,, F, coincident dans un voisinage de {0}
avec des fonctions ¢, ¢,, @, € A(T) vérifiant

(i) @=¢,+¢p, dans un voisinage de {0}.
(i) ¢, =0 dans un voisinage a gauche de 0.
(iil) pp=0 dans un voisinage & droite de 0.

Dans [4, theoréme 7] J. P. Kahane construit une fonction ¥ impaire,
appartenant localement & A(T) en {0}, telle que la fonction paire corre-
spondante ¥ n’appartienne pas a A(T). La fonction }(¥(z)+ ¥(z))
coincide avec ¥ dans un voisinage & droite de {0}, est nulle dans un
voisinage & gauche de {0} et n’appartient pas localement & A(7') en {0}.
A ¥ correspond localement une fonction de niveau. Donc I(E,)+I(E,)
est strictement inclus dans I(#,nE,).

THEOREME 2-B. L’intérieur B, et Uextérieur E, de la sphére unité n’ont
pas d’unité approchée bornée pour Ualgébre A(R™).

D’aprés [5, Ch. 7, 5], B, et E, sont de synthése dans A(R®).

Si n> 2 la sphére Z,nE, n’est pas de syntheése dans 4(R").

11 suffit de trouver une fonction de J(E,nE,) n’appartenant pas &
J(E,)+J(H,). Dapres [8] les fonctions radiales de 4(R") sont [4(n—1)]
fois dérivables ([4(n—1)] désigne la partie entiére de i(n—1)). Elles
sont synthésables sur la sphére si et seulement si elles sont nulles en {1}
ainsi que leurs [§(n — 1)] premiéres dérivées. Soit F € J(E,nE,) une telle
fonction et posons F=F,+F, vérifiant les conditions (i) (ii) (iii) du
théoréme 2-A. Nécessairement F, et F, sont radiales, et dérivables
[4(n—1)] fois. Notons ¢, ¢,, @, les profils de F, F,, F,. Leurs dérivées
d’ordre [{(n —1)] vérifient encore les conditions (i) (ii) (iii), et d’aprés [2]
appartiennent & Z L, (R) oll w,,’ est le poids 1+ |y|i-D-lin-1),

Si »>2 est impair, ’exemple est le méme que pour le théoréme 2-A.

Si 7> 2 est pair, il suffit de trouver ¢ € FL; +HyH(R), @y et @, vérifiant
(i) (ii) (ili) n’appartenant pas & F L1, (R).

Si n=2 le cercle E,nE, est de synthése dans 4(R?). Il suffit de trouver
une fonction de I(E,nk,) n’appartenant pas & I(#,)+ I(#,). L’exemple
sera le méme que pour le cas » pair, n> 2.

Construction de Uexemple.
LeEmMME 4. Sotent (w,,), (w,'), meZ, des suites de réels>0, A(w,,) et
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A(w,,') les algébres o poids définies sur T, comme dans [4]. F € A(w,,)
entraine Fofe A(w,,') si et seulement si f est réelle et si |[|e™ ||| 4¢p,n = O(Wp,).

C’est une généralisation d’un théoréme de Leibenson (cf. [4, p. 249]).
La condition nécessaire est une application du théoréme du graphe
fermé a 'opérateur F s> Fof défini sur 4A(w,,).

Posons maintenant f(z) = |2| sur [ —x,z]. D’aprés [4, p. 251]

[letmlel|| , = 2/n log|m|+0(1) .
D’autre part
Il[eimlz””,ﬁtqmﬁ) = C|m|} log|m|+ O(|m|?) .

D’aprés le lemme 4, F(2) € 4(|m|}) entraine done F(|z]) € 4 mais il existe
Fy(z) € A(|m|?) telle que Fy(|z]) n’appartienne pas & A(|m|!). Posons

Fy(z) = 3200, cOSMZ + 1 3, 0b,, sinmz
Fy(l2]) = 3pn200m cOSM2 + @ 3, - b, sinmz| .

La fonction F*(z)=3,,.,b,, sinmz appartient & A(|m|!) mais F*(|z|) n’y
appartient pas.

La fonction }(F*(z— 1)+ F*(|z—1|) coincide avec F*(z—1) & droite de
1, est nulle & gauche de 1, mais n’appartient pas & A(|m|¥). A F*(z—1)
correspond bien une fonction radiale de 4(R?) d’aprés le lemme suivant
[3, Ch. 3.1]:

LemME 5. FL1,,4(R) est localement isomorphe & F L, 1(Z)=A(Im|?).

[m|

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2-B.
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