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GENERALISATIONS DE CERTAINS THEOREMES
DE ERDOS-RENYI
SUR LA THEORIE ADDITIVE DES NOMBRES!

NICOLAS SPALTENSTEIN

Notations.

Sauf indication contraire, nous appellerons « entiers » les éléments de N*,
Si A et B sont des sous-ensembles de N*, nous noterons:

s.(A) = Card {k | ke A, k<n}
r.(4,B) = Card{(a,b) | (a,b) e AxB, a+b=n}
r(A,B) = Card {(a,b) | (a,b)e (AxB)U (Bx A), a<bh, a+b=n}
A+B = {a+b| ae 4, beB}.
De plus, si p et i=0 sont des entiers, notons:

(PA = {pa| ae 4}
A, ={aeA| a=i (modp)}

Nous dirons que A4 et B sont compléments asymptotiques et nous noterons A
+B~N* si liminf,,r,(4,B)$+V. Nous dirons que A est une base
asymptotiques si A+ A4~ N*. Soient E un ensemble et A un sous-ensemble de
E. Nous noterons ¢, la fonction caractéristique du sous-ensemble 4 de E, c’est-
a-dire'@,(x)=1si x € 4, 0 si x € CzA.

Si f et g sont des applications de N* dans R, nous noterons f(n)<<g(n)
(pour n — o0) s’il existe ¢>0 et un entier n, tels que | f(n)| < cl|g(n)| pour tout
entier n2n,.

1. Introduction.

Des théorémes affirmant lexistence de sous-ensembles de N* possédant
certaines propriétés additives peuvent étre démontrés par des méthodes
probabilistes.

Regu Septembre 5, 1975. .
! Une partie des résultats ont été obtenus lors d’un travail de semestre a 'Ecole Polytechnique

Fédérale de Lausanne.
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En particulier, Erdos a démontré (voir [1]):
a) Il existe une base asymptotique 4 telle que
logn <« r,(4,4) < logn pour n—o00.
Et Erdos et Rényi ont demontré ([2]):

b) Pour tout ¢>0, il existe un entier g et une suite d’entiers a; <a, <a; <. ..

tels que:
i) a;<j?*e

ii) r,({ay,az...},{a;,a,,...})<g pour tout n.
On trouvera la démonstration de ces deux théorémes dans l'ouvrage de

Halberstam et Roth [3].
Je démontrerai d’abord le résultat suivant:

THEOREME 1. Soit ¢ I'une des fonctions log, loglog, logloglog,. . .. Il existe
une base asymptotique A telle que, si p et q sont des entiers premiers entre eux, et
si i et j sont des entiers 20, on a:

r.((P)4, (@A) ~ (pq) *logne(n)  pour n— oo
r(A, A, ) ~ (pq)~'logne(n) pour n— oo .

ReMARQUE. Une premicre formulation était:
logne(n) <« r,(4) < logne(n) pour n— oo,
(PA+(@A ~ N* et A(p,))+A(g,j) ~ N*  (pour (p,q)=1).

C’est 4 la suite d’une suggestion de M. le Professeur P. Erdos (a savoir qu’il
devait étre possible d’avoir r,(4)~logne(n)) que le résultat a été mis sous la
forme donneée ici.

Une légére modification des démonstrations de a) et b) telles qu’elles sont
données dans [3], ainsi que de la démonstration du théoréme 1 donnée ci-
dessous, permet d’étendre ces résultats a des partitions de N*. On trouve ainsi:

THEOREME 2. Il existe une partition (A;);; de N* en bases asymptotiques
telles que:

Vi,j € N*logn < r,(A4,A) < logn pour n— oo.

THEOREME 3. Pour tout £>0, il existe un entier g et une partition (A);5, de
N* tels que:
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i) Vie N*, si A; est ensemble des points de la suite a,<a,<a;<..., on a
aj<<j2+5

ii) Yk € N*, limsup,_ 7, (U, 4, U 4)<g.

THEOREME 4. Soit ¢ l'une des fonctions log, loglog, logloglog,. ... Il existe
une partition (A;);5, de N* en bases asymptotiques telles que, si A et B sont des
ensembles quelconques de la partition et si p,q,i=0, j =0 sont des entiers tels que
(p,q) =1, on ait:

i) r.((p)4, (@)B)~ (pq) *logne(n)  pour n — oo
ii) r,(A, B, )~ (pq)~'logne(n)  pour n— oo.

Le pas suivant consiste a construire une famille (I1,),., de partitions de N*,
ou D est un sous-ensemble dénombrable de ]0,1[, de telle sorte que des
propriétés analogues a celles des théorémes 2 a 4 soient vérifiées pour chaque
partition II, et entre les diverses partitions. On pose alors

d(x,y) = inf{t | x=y (modIl)} .

Une telle construction peut étre faite de telle sorte que d soit une distance pour
laquelle les boules ont des propriétés additives convenables.

THEOREME 5. Soit D un sous-ensemble dénombrable dense dans ]0,1[,
symétrique par rapport a 1. Soit 6:N* — ]0,00[ une fonction croissante
divergente. Alors il existe une distance ultramétrique sur N*, pour laquelle le

diamétre de N* vaut 1, et qui vérifie les propriétés suivantes:

1°) Si B est une boule ouverte ou fermée de rayon r € ]0,1] on a pour tout ¢
>0:n" "t <5, (By<<n** pour n — 0.

2°) Sir e ]0,1]\D, les boules ouvertes de rayon r sont égales aux boules fermées
correspondantes.

3°) Si A et B sont deux boules (ouvertes ou fermées) de rayons respectifs
r,s € ]0,1], on a:

i) r+s<1 = limsup,.,7,(4,B)<1/(1-r—ys)
ii) r4s>1 = A+B~N*

ili) si r,s e D et si A et B sont des boules fermées, on a:
r+s=1 = logn<r,(4,B)<logn pour n — 00

iv) si A ou B est une boule ouverte, on a:
r+s=1 = r,(A,B)<6(n) pour n— o0.

Le théoréme 5 est susceptible de nombreuses variantes.
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2. Correspondance entre suites entiéres et espaces de probabilite.

Soient, pour tout i € N*, (Q,, X, P)) un espace de probabilité et E; un sous-
ensemble X,-measurable de Q,. Considérons I'espace de probabilité (Q, X, P)
produit de la famille (2, Z;, P);5;. A tout w= (0, w,,...) € Q, on peut faire
correspondre un sous-ensemble A (w) de N* tel que @, (i) = ¢ (w;) pour tout
entier i, C’est-a-dire:

Aw) = {i| o;eE}.

Par la suite, c’est toujours a I'espace (R, 2, P) qu’il sera fait référence, et lorsque
des sous-ensembles de N* seront associés aux éléments de ©, ce sera toujours
de la maniére décrite ci-dessus.

Supposons maintenant que pour chaque entier i, nous avons une partition
de Q; en ensembles X,-mesurables:

8

Q = U E@i,n), E(@,nNE®li,m =& sim$n.
Soit, pour tout entier n et tout w € Q, 4,(w) le sous-ensemble de N* déduit de
la suite (E(i,n));,,. Alors pour tout w € Q les ensembles A,(w) forment une
partition de N*:

N* = U 4y(@), 4u(@)NAn(w) =& sim*n.

n=1

Soit, pour tout i € N* (F(i,n),,, une seconde partition de £; en sous-
ensembles X;-mesurables. On suppose qu ’il existe une partition (J,),,,; de N*
telle que:

ViineN*, E(@,n) = |J F@,)).
jeln
Soit pour tout entier n et pour tout w € Q, B,(w) le sous-ensemble de N*
déduit de (F (i, n));5,. Alors, pour tout w € ©, la partition (B,()),>; de N* est
plus fine que (A4,(®)),3;-

3. Démonstration des théoréemes 1 a 4.

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons donnés pour tout entier i deux
sous-ensembles Z-mesurables E; et F; de Q, et nous noterons a;=P;(E)
B;=P,(F). A(w) et B(w) (ou A et B, si aucune confusion n’est a craindre) seront
les sous-ensembles de N* déduits respectivement des suites (E);»; et (F)iz1-
Nous noterons s, (resp. r,,r.) Papplication: Q — R, définie par s,(w)=s,(4(®))
(resp. r,(w)=r,(A(w), B(w)), y(®)=T,(4(®), B(w))).
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Soient, pour i<n, f; , la fonction definie par

fi,n(w) = ¢Ei(wi)¢F,-;(wn—i)’ Od w = (wl’wb' . ) b

et g ,=max (f; ., f,-: ). Posons enfin:

m, =3 a
k=1
)“n = Z E(gk,n)
k<n/2
E
A, (&) si E(g <1 pour tout

- ksm2 1= E(8k »)
entier k<n/2 .

Sia, — Oet f, — 0, A, est toujours défini pour n assez grand, et A,~ A,,. s, r, et
r, sont des variables aléatoires sur (Q,X,P). Pour iFj, les événements
{i € A(w)} et {j € B(w)} sont indépendants. Pour tout entier n, on a m,=E(s,),
A,=E(r)).

Tous les lemmes de ce paragraphe, a I'exception du lemme 5, sont donnés
sans démonstration. Les démonstrations sont essentiellement les mémes que
celles données par Halberstam et Roth pour les résultats correspondants dans

[3].
LeEMME 1 (voir [3, lemme 10, p. 144]). Supposons que m, — 00. Alors s,(w)
~m, presque siirement.

LeMME 2 (voir [3, lemme 14, p. 148]). Soient f,, f,. .., f,, des variables
aléatoires indépendantes ne prenant que les valeurs O et 1, et telles que E(f) <1
(1<i<m). Soient:

L E(f)

It
W Mg

]

L .§ E(f)

Alors pour tout entier d20, on a:
m ~ (Ll)d
=d| £ el
P<i;1fl d) =¢ d!

COROLLAIRE. Si A, est défini, on a pour tout entier d20:

o, )
= d‘ M
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LeMME 3 (voir [3, lemme 11, p. 144])). Soient ¢ I'une des fonctions log, loglog,
logloglog,... eta, B, ¢c,c, ¢, d, d, d", g, des constantes telles que: >0, p>0,
0<c<l1, 0<d<l1, ¢'20, d20, c"20, d'20, 059=1. On suppose que pour
i— 00:

l ae’ a\e'!
w ~ gloed ‘C(<p(t))

i

l - od’ A\d’’
(CUSEPIC {00

Alors, pour n — 00: —

e ¢ +d' ¢’ +d’
1) Z akﬂ”_k ~ aﬂ(j\ thc(l“t)‘ddt> (logn) nc+£q-)(1n))

k<eon (4]

.. x , voge
i) m, ~ —— (logn) (p () n'~*.

iii) Si A={ay,a,...} avec a;<a,<..., et si ¢ =c"=0, on a presque

siirement:
1 —c 1/(1-¢)
aj~<—j> pour j— 00 .
o .
LEMME 4 (voir [3, lemme 17, p. 149]). Si O<v=x=u, alors

x! ex\"
i) -S|\
dgu d' (u>
i oy < (e_’f)
ised! T \v )’

LEMME 5. Soit ¢ l'une des fonctions log, 'loglog, logloglog,. ... Supposons
que pour i — 00:

o~ o 108 (00)"

13 lc

(logi)* (@ (i)
id

ﬂi~ﬂ

oua,pB,cc,c’ d,d,d’, sont des constantes telles que x>0, >0,0<c<1,c+d
=1,c20,d20,c+d =1, "20,d" =0, ¢"+d'=1, et soit

k = af jl t7(1—t)~%dr .
0

Alors, pour presque tout w € , si p, q,i20, j=0 sont des entiers tels que (p,q)
=1, on a:
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i) r.((0)4,(q)B) ~ kp~?q~“logne(n)
11) rn(Ap,ian,j) ~ k(pq)_llogn(p(n) .

DEMoNSTRATION. 11 suffit de démontrer que i) et ii) sont vraies avec
probabilité 1.

a) la propriété i) est vraie presque stirement. Soient p et g deux entiers avec
(p,q)=1. Considérons un entier n. Soit g, (resp. ¢,) le nombre de
décompositions n=px+qy ou xe€ A, ye B, avec x<y (resp. y<x).
Considérons deux nombres x,,y, tels que 1<x,=¢q, 1<y,<p, et posons
io=pxo+qy, Nous allons considérer les nombres entiers n2 i, tels que n=i,
(mod pg).

Soit n un tel'nombre. Il existe un unique entier u =0 tel que n=i,+ upq. Les
solutions entiéres de 'équation n=px+qy sont

x = Xo+vq, y = Yyo+(u—v)p, 0=vsu.
La condition x<y devient

—X,
p +Yo o

V< u—
p+q pt+q

Posons, pour v=0, u=0:

av = axo+vq7 Bv = ﬂyo+vp9

Iu = z cz\'Bu-v
v<My,
@B,
I: — v_u v
. V<ZM,, l—avBu—v
ou M, = (pu+ yo—Xo)/(p+4). En appliquant le lemme 2, on trouve
_x, ()
1) P(@ig+upg=4d) S € I"——d“!—'

Or on déduit facilement du lemme 3 que
p/(p+a) —d

V)] Ty~ X, ~ aﬂp"'q"(‘[ t~¢(1—1) dt)logp(p(u).
0

Il suffit maintenant de montrer, pour prouver que i) est vraie presque siirement,
que pour tout £>0, les séries
00

3 P(@io+ups > (1+97)
=)

n

Math. Scand. 39 — 17
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00

(4) A P(Qio+ypq < (1 _S)Z;L)

u=

sont convergentes, car alors g,+g,~kp~%q “log (n)@(n) presque stirement,
d’ou le résultat cherché.
En appliquant (1) et le lemme 4, on trouve
P(oig+upg>(1+8)L) = 3 Ploig+,upg=1)

d> 1+,

7\d 1+9%, .
_—<_- e_}_'" Z (Iu) § e-;ﬂ( e )

o> T+o1, d! I+e

D’ou, en appliquant (2):
108 (P(@io + upg> (1 +8)4,)) = —2(1+0(1))logp

ce qui assure la convergence de la série (3). La convergence de la série (4) se
démontre de fagon similaire.
b) On démontre de fagon similaire que ii) est vraie presque slirement.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. On prend pour (2, Z,, P,) I'intervalle [0, 1]
muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens. Soit

a=n"t= (jl (t(l—t))_*dt)-%,
]

et soit i, assez grand pour que ¢ (i) soit défini et positif. On prend:
l . » é.
E,=F; = [O,a( ogziqf(z)) ] N[0,1] pour izi,

E,=F, =@ pour i<i,.

On a alors A(w)=B(w) pour tout w. Le lemme 5 s’applique et permet
d’affirmer que pour presque tout w € Q, A(w) vérifie les propriétés désirées, ce
qui démontre le théoréme.

LEMME 6 (voir [3, preuve du théoréme 1, p. 1507). Supposons qu’il existe une
constante y> 1 telle que pour n — 0o, A,~ A, ~ylogn. Alors, pour n — oo, on a
logn < r,(w) < logn —presque siirement .

LemMME 7 (voir [3, preuve du théoréme 2, p. 151]). Soit 6> 0 un nombre réel,
et soit @ T'une des fonctions log, loglog, logloglog ... Supposons que

Ay ~ A, ~ k(logn)(@m)'n~% pour n — oo,
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ou ' 20, c" =0, k>0 sont des constantes arbitraires. Soit K un entier tel que Ké
> 1. Alors la série: -

v

i P(r,2K)
n=1

est convergente.

Nous pouvons maintenant démontrer les théorémes 2 a 4. Pour cela, nous
partirons chaque fois de la méme construction:

ConstrucTION (I) soit, pour tout entier i, (22, Z,, P;) 'intervalle [0,1] muni
de la mesure de Lebesgue sur les boréliens. Soit (g;);,, une suite de nombres
réels strictement positifs. Posons, pour tout entier i et pour tout entier n:

E(i,n) = [(n—1)a,na[ N [0,1] .

Pour tout w € Q et pour tout entier n, soit A,(w) le sous-ensemble de N*
associé a la suite (E(i, n));5,. Alors pour tout w € ©, la famille (4,(w)),»; est
une partition de N*.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On considére la construction (I) ou les
nombres (a;);», sont choisis de telle sorte que:

logi\}
a~ (2.

Comme (3 (t(1—t) *dt=4n>1, le lemme 3 montre que le lemme 6
s'applique a A4,,(w), A,(w) pour m,n € N*. Comme il n’y a qu'un nombre
dénombrable de couples (m,n) € N* x N*, on en déduit que pour presque tout
w € Q, la partition (4,(w)),; de N* remplit les conditions désirées, ce. qui
démontre le théoréme.
DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Coasidérons la construction (I) ou:
a = j@+a=1)

Les lemmes 1 et 3 indiquent que si m € N* et si A,(w)={by,b,,...} avec
by<b,<..., on a pour presque tout w € £,

bj ~ (j/(2+6))2+€ < j2+e .

Soient maintenant d=g¢/(2+¢) et g un entier tel que (g+1)0>1.
Si k est un entier quelconque, on a:

P(i e U Aj(w)) ~ ki@*97' =1 pour i—00.
sk,
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Les lemmes 3 et 7 montrent alors que pour presque tout w € , la partition
(A,(w))nz 1 vérifie les conditions désirées.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Soit a=n"%* et considérons la con-
struction (I) dans le cas ou:
logip(i)\* )
a; ~ a(M pour i— 00 .
i

Le lemme 5 montre que pour presque tout w € ©, la partition (A4,(w)),»; de
N* remplit les conditions désirées.

4. Démonstration du théoréme 5.
Soit (c;);»; une famille de points distincts de ]0, 1[. Soient I, m et n des entiers

(resp. m et n; | et n).
Nous considérerons par la suite la condition (I) ci-dessous (resp. (II); (III)):

@O I<m, n<m,

G <Cm<C,
c=max{c, | ¢, <Cm h<m}
c,=min{c, | ¢,>c, h<m}

(I) n<m, c,<c,,
c,=min{c, | h<m}
(I ¢ <cp,.
¢,=max {c,
¢,=min {c,

¢y <c,, h<max (,n)}
¢y>c, h<max (Ln)} .

LeMME 8. Soit (c));», une famille de points distincts de ]0,1[ telle que
C={c,,C3,C3,. . .} soit dense dans [0,1]. On suppose que pour tout élément ceC,
on a aussi 1—c € C. Si I,m et n sont des entiers veérifiant la condition (1), on
suppose que 2c,,>c,+c,, et'si m et n vérifient la condition (II), on suppose que
2c,,>c, et que c,,+c, <1 pour tout entier p<m. De plus, si c,,=max {c, | h<m},
alors il existe p<m tel que c,+c,>1. Soit 6:N* — ]0,00[ une fonction
croissante telle que lim,_, ., 0(n)=o00.

Pour tout entier m, soit . N* — R, la fonction définie par:

1 sii=1
Ymli) = <logi)"- si i%l
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Alors il existe une famille d’espaces de probabilité (2, X, P);, ,, des ensembles
A(i,k,m) (i,k,m entiers), et une suite d’entiers R, <R, <R;< ... tels que:

(a) Pour tout entier i et pour tout entier m, la famille (A(i,k,m)),, est une
partition de €, en sous-ensembles X -mesurables Si P;(A(i,k,m))=0, alors
A(i,k,m)=&. L'ensemble J; , = {k I A(i, k,m)% &} est fini.

b) Pour tout couple (I,n) dentiers vérifiant la condition (III), il existe une
partition (J\),», de N* telle que:

Vie N* Vke N* Akl = U AG,jn).

jelx

On a de plus pour tout k € N*, les propriétés suivantes: Notons J=J, et

L={jeJ| AGjn+g}.

Soit I; Pensemble I, privé de son plus grand élément. Alors il existe un entier i, et
une fonction i — g(i)>0 définie pour iZi,, avec lim,_, . e(i)=0, tels que:

10) Iio=Ui§ioIl"
2°) Pour iZiy, on a I;=1,,, ou I,=1I;,,. Soit, pour iZi,, N(i)=Card (I).
Alors:

L10)

0 <3 Vizi,.

‘N ®-

3°) Pour iziy et jel, on a:

P(AG,j,m) £ (1+e@Wa() .
4°) Pour iZi, et j eI, on a:

Pi(AGj,m) 2 (1—e@Wa0) .
¢) Si-lon a: c,,=max {c, I h<m}, alors

P(A(i, k,m)) = l pour tout entier i<m .

d) Si c,=min{c, | h<n}, alors:
A(i,1,n) = Q; pour tout entier iSn .
Soit I;={k | A(i,k,n)+ @}, et soit I; Pensemble I; privé de son plus grand
élément. Alors il existe un entier iy et une fonction i +— &(i)>0, avec lim;_, , (i)
=0, tels que les relations 1°) d 4°) du point b) soient vérifiées (en remplagant y,(i)

par 1 dans 2°)). )
e) Soit (Q,2,P) lespace de probabilité produit de la famille (2,2, P);y .
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Pour tout w € R, notons A(k,m)(w) le sous-ensemble de N* correspondant a la
famille (A(i, k,m));5,.
Si p et q sont deux entiers, notons:

K(p,q) = U {k| 46.kp+2}
isq
Alors, si m est un entier tel qu’il existe un entier uSm avec c,+c,>1, on a les
propriétés suivantes:
1°) Soit Bi=U,‘5K(,,,,,,)A(i, k,v) ou v est l'unique entier tel que

¢, = min{c, | c,te,>lusm} .
Soit, pour tout w € Q, B(w) le sous ensemble de N* correspondant a la famille
(Bpiz 1, et soit:
Al = U Akm) ().

ke K(m, m)

Alors:

Y P(ry(A(@),B@)) > 6(R,) < 27".

h>Rm

2°) §’il existe un entier n<m tel que
cy = min{c,,l Cy>Cmh<m},
alors pour tout k € K(m,m), il existe un.entier j tel que:

A(i,k,m) = A(i,j,n) pour iSR,,.

-

DEMONSTRATION. On prend pour (@, 2, P) lintervale [0,1] muni de la
mesure de Lebesgue sur les boreliens. On montre que s’il existe des ensembles
A(i, k, p) et des entiers R, (i € N*, k € N*, 1 < p<m) tels que les relations a) 4 e)
soient vérifiées, on peut construire des ensembles A (i, k, m) et un entier R, tels
que ces relations soient toujours vérifiées. Si c,,>c¢; pour tout I<m, il s’agit
simplement de subdiviser les ensembles A(i,k,I) et d’utiliser une bijection
N*x N* — N* Dans les autres cas, par exemple s’il existe des entiers /, n tels
que I,m et n vérifient la condition (I), les sous-ensembles A(i, k,m) sont des
réunions finies de sous-ensembles A(i,k,n) contenus dans un méme A(i,k, ).
Ceci peut &tre fait de maniére convenable en utilisant en particulier la
remarque suivante. Soient 0 <a<b des nombres réels tels que a+b< 1. Soit
(x)iz 1 une suite. de points de O, o[, croissante pour i>i,, telle que
limx = oo et lim (x;=x) = 0.

i- o0
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Soit i — N (i) une application de N* dans N* telle que pour i>i,,
0= N@+1)-N@ =1 et |N@GH-x<3.

Alors il existe un entier i, et une application i — K (i) de N* dans N* tels-que,
en posant M(i)=[N(i)/K(i)], on ait pour i>i,:

1) 0=K(i+1)—-K@) =1

2) Si M(i+1)$M(i), alors M(i+1)=M@G)+1, KG+1)MG+1)=N(@i+1) et
si j est un entier tel que M (j)> M (i+1), alors K(j)> K (i).

3) Si K(i+1)%K(i), alors M(i+1)=M(i) et si j est le plus grand entier tel
que K(j)=K(i+1), alors N(j)—N(@{)> M)+ 1.

4) K@) —x}|=2 et IMG)—x{|£2.

On utilise aussi le lemme 7 pour determiner R,,.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5. Ce théoréme résulte du lemme 8 ou I'on
prend C=D. Il est toujours possible en effet de numeéroter les éléments de D
={cy,Cy,. ..} de telle sorte que les hypothéses du lemme 11 soient remplies. On
a donc une famille (2, X, P));,, d’espaces de probabilité, des sous-ensembles
A(i, k,m) (i,k,m entiers) et une suite d’entiers (R,),», vérifiant les propriétés
énoncées au lemme 8. Nous reprendrons dans la suite les notations intro-
duites dans 1'énoncé de ce lemme.

Pour tout @ € Q on a les deux propriétés suivantes:

1°) pour tout entier m, la famille (4 (k,m)(w)),»; est une partition de N*
2°) si l'on a ¢, <c,, la partition (4(k,n)(w)),»; est plus fine que la partition
(A (k, m)(w))kg 1

Si t=1-c,, nous noterons =,(w) la partition (4(k,m)(®));.
Si p et g sont des entiers quelconques, et si w € £, notons:
d,(p,q) = inf{te D | p=q (modm ()} .

On a toujours d,,(p,q)< 1 en vertu du fait que D est dense et de la propriété d)
du lemme 8.
On a bien sir d,,(p,q)=d,(q,p), et, si r est un entier, on a:

d,(p,q) < max{d,(p,r),d,(r,q)} .

Enfin, si d,(p,q)=0, on a presque siirement p=g. En effet, supposons que
P#4q. Soit £¢>0. Il existe un entier m tel que

Cu = max{c,,l h<m}, me>1et psm.

On a alors, en vertu de la propriété c) du lemme 8:
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P(d,(p,9)=0) < P(p=q (mod~, _,,())

Zl P,(w, € A(p,k,m)P (0, € A(q,k,m))
k=

A

1
Y ;Pq(wqu(q,k,m)) <e.
k=1

¢ étant arbitraire, on en déduit que P(d,(p,q)=0)=0. Il résulte de ce qui
précéde que pour presque tout w € €, d,, est une distance sur N*, qui est de
plus ultramétrique.

Dans ce qui suit, nous noterons Q' I'ensemble des w € Q tels que d,, est une
distance.

Soit >0, et m et k des entiers. Comme P;(A(i, k, m)) ~ (log /i) pour i — 00,
on déduit des lemmes 1 et 3 que pour presque tout w € Q:

n'TmIt <« 5,(Ak,m)(w) < n'"m**  pour n— o0 .

Ceci a comme conséquence que pour presque tout w € €, on a pour toute
boule B ouverte ou fermée et de rayon n<1

n < s5,(B) <t  pour n— 0.

Comme on a toujours d,,(p, g) < 1, on déduit de ce dernier fait que pour presque
tout w € Q', le diamétre de N* vaut 1.

Montrons que pour presque tout w € €2, la distance d,, vérifie la propriété
2°) de I’énoncé du théoréme. Il suffit en fait de montrer que si p et g sont des
entiers distincts, on a alors d,,(p,q) € D pour tout w € Q'. En supposant p+g,
on a aussi d,(p,q)+0, ce qui veut dire qu’il existe un entier u tel que

pEq (modm, ().
Il existe d’autre part toujours un entier v tel que p=q (mod =, _,(w)) et tel qu’il
existe h<v avec ¢, +c,> 1. Soient w=max (4, v, p, q) et | 'unique entier tel que
¢ = max{c,| p=q (modm, (@), hSw} .

En vertu de la partie 2°) du point e) du lemme 8, on peut alors construire une
suite d’entiers m; <m, < . .. tels que c,, — ¢, pour i — o0 et tels que pour tout
entier i,

p * q (modm,_, (o).

On a donc d,,(p,q)=1—c, € D.

Le point 2°) de I’énoncé est donc vérifié par d,, pour tout w € &', et de plus
les boules fermées de rayon r € D s’identifient aux ensembles de la partition
n,(w) pour tout r € D.
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Montrons que pour presque tout w € €', la distance d,, vérifie la partie i) de
3°). Comme D est dense il suffit de le vérifier pour r,s € D et pour les boules
fermées, qui sont égales a des ensembles A (k, m)(w) pour k et m bien choisis. Ce
résultat découle alors du fait que D est dénombrable et des lemmes 3 et 7.

Les lemmes 3 et 6 montrent que pour presque tout w € &, d,, vérifie la
condition iii) du point 3°). La condition ii) en découle car D est dense.

En résume, on a montré jusqu'ici que pour presque tout w € £, d,, est une
distance qui vérifie toutes les conditions voulues, a I’exception de la partie iv)
du point 3°).

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un sous-ensemble E de @', de
mesurée non nulle, tel que pour tout w € E, d,, remplit la condition iv) du point
3°). Soit

M = {m| Jusm avec c,+c,>1}.

Pour tout m € M, considérons les sous-ensembles A(w) et B(w) de N* définis
dans la partie 1°) du point e) du lemme 8, que nous noterons ici 4,,(w) et B, (w)
respectivement.
Soit:
E=0\U U {o] n(4n@)B,(@)>0(R,)} .
meM h>Rm

On a bien P(E)>0 en vertu de la partie 1°) du point €) du lemme 8.
Considérons un élément w € E. Il suffit de démontrer que la distance d,, vérifie
la condition désirée dans deux cas:

1°) X et Y sont des boules ouvertes de rayons respectifs r et s, avec r+s=1
(r,s € 10, 1]).

Soient i=min X, j=min Y. Pour m assez grand, il existe des entiers u,, et v,
tels que:
c,, = min{c, | 1—c,<r, h<m}

¢,, = min{c, | 1—c,<s, h<m}.

Pour m — oo, ona 1—¢,, — r, 1—¢,, — s, et
X = UBG,1-c,) Y=UB(G1-c,)
m m
(ou B(x,g) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon g). On montre

alors, en utilisant la définition de E et le point €) du lemme 8, qu’il existe un
entier m, tel que pour m>mg et n>R,,;:

r,(B(i,1-c,), B(j,1-¢,)) = 6(n),

ce qui achéve la démonstration dans ce cas particulier.
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2°) X est une boule ouverte de rayon r € D, Y est une boule fermée de rayon
s=1—reD.

Ce cas se traite de facon similaire au cas 1°).

I1 résulte de ce qui précéde que I'ensemble des w € Q tels que d,, remplisse
toutes les conditions demandées dans le théoréme 5 a une mesure non nulle, ce
qui démontre le théoréme.
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