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IMAGE D'UN HOMOMORPHISME
ET FLOT DES POIDS
D'UNE RELATION D’EQUIVALENCE MESUREE

JEAN-LUC SAUVAGEOT

Introduction.

La classification par W. Krieger [16], [17] des transformations ergodiques
non singuliéres T d’un espace mesuré (U, p) fait intervenir deux invariants: le
« ratio-set » r(T) et un flot # 1, construits a partir du cocycle « dérivée de
mesure »

dT*u

o zeZ.

Ces deux invariants peuvent &tre définis pour un 1-cocycle sur un systéme
dynamique mesuré, a valeurs dans un groupe localement compact; le premier
est ’'ensemble des « valeurs essentielles » de K. Schmidt [26], [27], le second
I'image stable ou image virtuelle (en anglais, « range closure») de G. W.
Mackey [19].

En généralisant la notion de 1-cocycle, on obtient celle d’homomorphisme
d’un groupoide mesuré dans un groupe localement compact. L'image virtuelle
est encore définie (cf. [22]), et la généralisation du « ratio-set », sous le nom
d’image réelle, fait 'objet de notre paragraphe II1.

Le «ratio-set » r(T) et le flot #'; apparaissent comme des invariants
algébriques (respectivement « invariant » « S » et «flot des poids ») de
l'algébre de von Neumann associée a T par la construction de Murray—von
Neumann. Le propos de cette étude est de développer ce parallélisme dans une
double direction:

— d’une part, montrer que les deux invariants de la similarité, image réelle
et image virtuelle, attachés & un homomorphisme d’un groupoide mesuré dans
un groupe localement compact, ont un comportement (chacun séparément et
dans leurs rapports réciproques) analogue a celui des invariants « § » et « flot
des poids » d’une algébre de von Neumann;

— d’autre part, montrer que I'image réelle et Iimage virtuelle de
’homomorphisme modulaire (qui est défini & une similarité prés) attaché a un
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groupoide mesuré ¥ sont effectivement, lorsque % est un relation
d’équivalence mesurée, les invariants « S » et « flot des poids » respectivement
d’une famille d’algébres de von Neumann .#*(%) (a deux-cocycle de ¢ dans le
tore) construites par P. Hahn [14]. Ces algeébres englobent la construction de
Murray et von Neumann (avec action libre), la construction de Krieger [15] et
ses généralisations ([10], [24]).

Aprés un paragraphe préliminaire (§ I) sur le rapport entre les notions de
groupoide et de relation d’équivalence, on étudie au paragraphe II I'image
réelle r(¢) d’'un homomorphisme g & valeurs dans un groupe G (IL.1, I1.2) et ses
rapports avec I'image virtuelle W, (I1.3). On montre en particulier que la partie
finie de r(g) est un sous-groupe fermé de G (proposition I1.1.2), que, lorsque G
est abélien, g est similaire @ 'homomorphisme trivial si et seulement si r(g) est
réduit a I'élément neutre de G (proposition I1.2.1), et que le noyau de W, est le
plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans r(g) (propositon I1.3.3).

Le paragraphe III est une interprétation de I'image virtuelle en termes
d’algébres de von Neumann, d’action de groupe, de produit croisé et d’action
duale. Au paragraphe IV, on se restreint aux relations d’équivalence mesurées
et on obtient, en application des paragraphes précédents, le calcul des
invariants « S » et « flot des poids » annoncé ci-dessus (théoréme IV.1.1); la
suite du paragraphe IV est consacrée au type de l'algebre .#%(%) dans la
classification de Murray-von Neumann (IV.1), et a I'étude des automor-
phismes de .#*(%) en relation avec les automorphismes de I’espace des unités
de ¥ compatibles avec la relation d’équivalence associée a ¢ (IV.2).

Les principaux résultats de cet article ont €té présentés sous une forme
simplifiée dans la note [25].

I. Groupoide et relation d’équivalence.
I.1. Terminologie.

Dans tout ce travail, (¥, %) désigne un groupoide analytique mesuré au sens
de [22]. Si x est un élément de groupoide ¥, on désignera par

x~1! son inverse

r(x) = x-x~ son unité a droite
d(x) = x"'-x  son unité a gauche .

1

On notera ¥ I'ensemble des unités de ¥, ¥ la classe de mesures (le mot
« mesure » signifiera toujours « mesure positive o-finie ») sur 4” image de ¢
par l'application r (ou Papplication d) de % sur ¥©.

Si A et B sont des sous-ensembles de %, on posera

Al ={xe 9| x'e 4}
AB = {xy| xe A, yeBetd(x)=r())} .



IMAGE D'UN HOMOMORPHISME ET FLOT DES POIDS... 73

Si x est un élément de ¥, on écrira xA (respectivement Ax) au lieu de {x}4
(respectivement A{x}).

On fixe, une fois pour toute dans la classe €, une mesure invariante a gauche
B, c’est a dire de la forme

ey B = j B*dB (u)
)

ou A est une mesure dans la classe €', et {$*,u € 4°} un champ de mesures
sur ¢ borélien (i.e. pour tout borélien A de %, I'application 4 3y —
B*(A) € [0, +00] est borélienne) et invariant & gauche: pour tout élément x
de ¢, pour tout borélien A< ¥, on a I'égalité

FOA) = pr(xa) .

(Pour l’existence d’'une mesure invariante, cf. [14, theorem L1.8]. On rappelle
que la mesure f est quasi-invariante par linversion (x — x~!) et que (1) est
une désintégration de B par rapport a I'application r.)

Soit E un sous-ensemble borélien de 4©. L’ensemble

%p=1{xe%| dx) €E et r(x) € E}

est un sous-groupoide borélien de % qui est appelé un rétracté de 9. Si E est
non-négligeable (mod %), %, est non négligeable (mod %: cf. infra lemme
I.1.1) et, muni de la classe de mesures %,g trace de %, c’est un groupoide
analytique mesuré (vérification é€lémentaire).

Si U est un borélien de 4* de complémentaire ®-négligeable, le rétracté
9.y (dont le complémentaire dans % est %-négligeable) s’appelle une
contraction inessentielle de 4.

Les deux lemmes suivants seront utiles dans la suite. Le premier est dii a A.
Ramsay (cf. [22, lemme 5.2]).

LemME L.1.A. Soit 9, un sous-groupoide de ¥ dont le complémentaire est -
négligeable. Alors %, contient une contraction inessentielle.

LeEMME L.1.1. Soient A et B deux boréliens de 4, E un borélien de 4.

(a) On suppose que {u e 9 | p*(A~1)+0 et p*(B)+0} est non-négligeable
(mod '%). Alors AB est non-négligeable (mod %).

(b) On suppose que A est non-négligeable. Alors AA™' et A"*A sont non
négligeables.

(c) On suppose que E est non-négligeable (mod €'%). Alors le rétracté %,g est
non-négligeable (mod ¥).
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DEMONSTRATION. (b) décule immédiatement de (a).
(c) découle de (b) car

% =r Y(E) Y(E) et d"Y(E)= (r"Y(E)"".
Démontrons (a): On pose
F={ueg®| p(A"")%0 et p*(B)+0} .
Comme F est non-négligeable et comme, si u € F,
BUATI Nr Y (F) = B(ATY) *+ 0

A~ Nr~1(F) est non négligeable et, par symétrie de la classe €, A Nd ™' (F) est
non négligeable. On en déduit que le sous-ensemble analytique r(d ™! (F)N 4)
de 9@ est ¥ non négligeable.

Soit u € r(d ' (F)N A): il existe x € A tel que r(x)=u et d(x) € F. On aura
alors

B**(B) & 0  (par définition de F)
B (xB) + 0  (par invariance de f)
B (AB) + 0 (car xB< AB)
soit p“(AB)*0, Vu € r(d~ ' (F)N A), d’ou B(AB)+0.

1.2. La relation d’équivalence naturelle.

DEeFINITION 1.2.1. La relation d’équivalence naturelle associée a un groupoide
% est la relation d’équivalence R sur 4 définie par

uRv si il existe x € ¥ tel que r(x) = uetd(x) = v.

On notera #Y’ la tribu des boréliens saturés de %, c’est a dire la tribu des
boréliens E de 9@ vérifiant r~!(E)=d~!(E). On désignera par L*(%®, ¢ V)R
I'algebre des classes de fonctions essentiellement bornées #{’-measurables
(mod €9).

LeMME 1.2.2. Soit E un borélien de 99, Il existe un borélien saturé [E],
essentiellement unique, ayant les propriétés suivantes:

i) Ec[E] mod 6

ii) Si F est un borélien de 4 vérifiant d~*(F)=r"'(F) (mod %) et si ECF
(mod ), alors [E]cF (mod ¥'?).

DerFiniTioN 1.2.3. [E] sera appelé enveloppe essentielle saturée du borélien E
de 99,
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LEMME 1.2.4. (a) Un sous-ensemble mesurable F de 4 est essentiellement égal
a un borélien saturé si et seulement si il vérifie d~(F)=r"!(F) mod 4.

(b) Une fonction complexe mesurable f définie sur 4 est BY-mesurable si et
seulement si elle vérifie for=fod mod §.

{©) L*(90, R ={fe L*(9,6) | for=f-d mod §}.

Le lemme 1.2.4 découle immédiatement de 1.2.2.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.2.2. Les propriétés i) et ii) caractérisent
(mod ') le borélien saturé [E]: d’ou I'unicité.

Posons [E]={u € ¥ | B“(d"'(E))*0}. [E] est manifestement borélien.
Soit x € ¥ tel que d(x) € [E]: on aura B**(d~!(E))*0, donc

B xd"'(E)) # 0 et XA YE) * 0,
car xd '(E)cd™'(E); on a montré que x €% et d(x) e [E] impliquent
r(x) € [E]: [E] est saturé pour R.

i) on veut montrer que E'= E —[E] est €'©-négligeable. Si u € E', f*(d "' (E))
=0, donc f*(%g)=0; on aura donc B(%,g) =0, et B (E’)=0 d’aprés le lemme
L1.(c).

ii) on suppose E = F mod %, donc d"!(E)cd™!(F) mod¥, et d™'(F)
=r~Y(F) mod %, soit d ! (E)cr~!(F) mod & et, par conséquent:

Vue 49 BO—ps, dY(E) < r '(F) p*—ps.,
d-ou

Yuel[E] pO-ps, B“(r *(F) + 0, donc ueF.

REMARQUE 1.2.5. A. Ramsay appelle « essentiellement saturé » un sous-
ensemble F de 4 tel que d ™ (F)=r"!(F) mod & et demande (cf. [22, p. 321])
si un borélien essentiellement saturé est essentiellement égal a un borélien
saturé. Le lemme 1.2.4 résoud cette question par l'affirmative.

DerFINITION 1.2.6. Le groupoide ¢ sera dit ergodique si tout borélien saturé
de 99 est négligeable ou de complémentaire négligeable. Il revient au méme
de dire que P'algébre L® (% #O)R est de dimension 1.

L.3. Homomorphismes. Module.
L’ensemble
9P = {(x,y)e ¥x G| dx)=r(y)}

est muni canoniquement d’une structure de groupoide analytique mesuré, la
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classe de mesures ¥® étant celle de la mesure B définie par

BA(Sf) = Jf (x,y)dB* (y) dp(x)
(f fonction borélienne positive sur ¥?),

DeriNiTION L.3.1. Une application ¢ de ¢ dans un groupe borélien G sera
appelée homomorphisme si g est borélienne et si il existe une contraction
inessentielle 4, de ¥ telle que

Vx e %, ex7Y) = e,
Vix,y) e 95,  elxy) = e(x)e®y) .
Le lemme suivant, énoncé par A. Ramsay [22, theorem 5.1], permet

d’affaiblir la définition ci-dessus:

LemMME 1.3.A. Soit (¥%,%4) un groupoide mesuré, G un groupe borélien
analytique et ¢ une application borélienne de 4 dans G vérifiant

V(x,y) e 9 €D —ps., o(xy) = e(x)e(y) .

Alors il existe un homomorphisme ¢ de % dans G tel que ¢=¢' mod %.

DEeFINITION 1.3.2. Deux homomorphismes ¢ et ¢’ de % dans le groupe G

seront dits similaires si il existe une application borélienne 6 de ¥© dans G
telle que

Vxe % €—ps, ¢'(x) = 0(r(x)e(x)0d(x)!.
NoTtaTION. On écrira ¢ ~¢’ si g et ¢’ sont similaires.

REMARQUE. On identifiera souvent implicitement deux homomorphismes qui
coincident sur une contraction inessentielle (il suffit pour cela qu’il coincident
mod ¥).

EXEMPLES.

1.3.3. A la mesure invariante 4 gauche f est associé un homomorphisme J de
% dans le groupe multiplicatif R% des nombres réels strictement positifs; & est
caractérisé par

f Y Fx"Ho(x"Y)dB(x) = L’ Sf(x)dB(x), V ffonction borélienne

positive sur ¥
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(cf. [14, proposition 1.8]). & est appelé homomorphisme modulaire ou module
associé a f; la classe de similarité de é est indépendante du choix de la mesure
invariante a gauche B dans la classe .

1.3.4. Soit (U, ) un space analytique mesuré, T une permutation borélienne
de U non singuliere (i.e. Tu~p). L'espace ¥=U x Z peut étre muni d’une
structure de groupoide analytique (dont l'espace des unités % =U x {0}
s'identifie 2 U) en posant

rw,z) = u; dw,z) = T *u); (w2~ = (T *(u), —z);
w,z)W,z) = (uz+z) siu =T *u)

((u,2),(W',2") e ¥=Ux2).
La mesure f=pu®v (v=mesure comptable de Z) est invariante a gauche et
son module é est donné par la formule:
z
S(u,z)™ = ﬂ“—li(u).
du
W. Krieger [16], [17] associe & T deux invariants de ’équivalence faible, le
ratio-set r(T) et un flot # 1, qui sont également des invariants de la classe de
similarité de J. Ces invariants peuvent &tre .généralisés 4 un homomorphisme
quelconque d’un groupoide analytique mesuré dans un groupe localement
compact & base dénombrable. Cest cette généralisation qui sera l'objet du
prochain paragraphe.

I1. Images d’'un homomorphisme.

Dans ce paragraphe (¥4,%) désigne un groupoide analytique mesuré, qu’on
supposera ergodique au § 1.1, G un groupe localement compact & base
dénombrable et ¢ un homomorphisme de ¢ dans G (définition 1.3.1.).

IL.1. Définition de l'image réelle.

DeriniTION IL1.1. On appellera image réelle de 'homomorphisme ¢ et on
notera r(g) le sous-ensemble du compactifié d’Alexandroff G=G U {o0} de G
défini de la maniére suivante:

un point s de G appartient a r(g) si et seulement si pour tout voisinage V de s
et tout borélien E de %9 non négligeable (mod%”) le sous-ensemble
¢ ' (WNG)N %,g de ¥ est non négligeable (mod %).

Les propriétés suivantes sont immédiates:

*  r(p) est un sous-ensemble fermé de G;

* r( = N image essentielle de g ,

E borélien de 4
E non negligeable
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en désignant par gg la restriction de ¢ au rétracté %,g et en appelant « image
essentielle de gg » le support dans G de la classe de mesures image de €\
(cf. § L1).

11 découle du lemme I1.1.5 ci-dessous que I'on a également

* r() = 0£(%)  (la fermeture étant prise dans G) .

E borélien de '
E non negligeable

ProvosiTiON 11.1.2. r(g)N G est un sous-groupe fermé de G.
ProposiTioN 11.1.3. On suppose G abélien;

(a) Si g~¢', alors r(g)=r(¢);
(b) On a r(g)=0, ., image essentielle de ¢'.

REMARQUE I1.1.4. Deux homomorphismes conjugués ont des images réelles
conjuguées, et la proposition I1.1.3. ne peut donc s’¢tendre au cas ou G n’est
pas abélien; toutefois, dans le cas général, les conclusions (a) et (b) restent
valables & condition de remplacer r(g) par N, g sr(g)s™*.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.1.2. Soit V un voisinage de I’élément
neutre e de G, E un borélien non négligeable de 4%, s un point de G
appartenant au support de la mesure gg(%,g) et W un voisinage de s tel que
W.W~'cV. On aura alors

ee' (W) ee'(W)™ < gg'(V)  (mod %yp)

et, comme gz ! (W) est non négligeable, oz ' (V) est non négligeable en vertu de
I.1.1(b). On a montré e € r(g).

Soient s, et s, deux éleéments de G Nr(g), V un voisinage de s; !5, et E un
borélien non négligeable de 4. Soient V, et V, deux voisinages de s, et s,
respectivement tels que V[ '-V,<V. On posera

E = {ued®| p (V)N %5)+0}
E' = {ue 9| p'@ (V)N G15)+0}
E"” est un sous-ensemble borélien de E’ non négligeable et, de 1.1.1(a), on déduit

que ¢~ 1(V}) " N@~ (V) N ¢ est non négligeable, et donc que ¢~ (V)N %,
est non négligeable: on a prouvé s 's, € r(g), d’ou la proposition.

LemME I1.1.5. Soit E un borélien de 4%, s un élément de G et W un voisinage
de s tels que ¢~ ' (W) N %\ soit négligeable. 1l existe alors un voisinage V' de s
(ne dépendant que de W) et un borélien E' de ' essentiellement égal a E tels

que ¢ ' (V)N Gp=0.
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DEeMONSTRATION. En remplagant 4 par une contraction inessentielle, on peut
supposer que @ est un homomorphisme algébrique.

Il existe un voisinage V' de s et un voisinage V,, de e tels que V' Vo W.
On posera

E; = {ueE| B " (W)N%)=0}
E ={ueE, | B (V)N %z )*0} .

L'hypothése « ¢~ (W)N %, négligeable » implique E=E, (mod%?).
Posons F=E, — E'; par définition de E', on a

B *(Vo)N %) = 0 pour tout u de F,

soit B (0~ 1 (Vo) N %f)=0; d’apres la définition de r(g) et la proposition I11.1.2, F
est nécéssairement négligeable. On a montré E=E,=E' (mod ¢).
Soit x € ¢ 1 (V')N %p; on a r(x) € E'cE,, soit

BP0 W)N%g =0
et comme x ¢~ (Vo)cg (Ve  (Vo)=e (W),
B0 (Vo) N Bpg) = 0;
dautre part, d(x) € E, soit f*(g 1 (Vo) N %yz) %0, d'ou
BPx-0 ' (Vo)N%g,) + 0.

On a donc ¢~ (V)N 9, =, sous peine de contradiction.

Le lemme suivant, reformulation du lemme 6.6 de [22], est une application
simple du lemme de sélection de von Neumann (cf. [6, appendice V, n° 5]):

LemME 11.1.6. Soit E un borélien non négligeable de %®. Il existe une
application borélienne q de 4 dans % telle que

(@) Yue 99, dqu)=u

(b) Yue 99 ¢©—ps., r(qu)eE

(c) VueE, q(u=u

d) Vxe¥ q(r(x)xq(d(x)~" existe et,
Vxe & €—ps., q(r(x)xq(d(x) '|e % .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II.1.3.

(a) On suppose g(x)=0(r(x))o'(x)0(d(x))"! (on a remplacé ¥ par une
contraction inessentielle). Soit s € G, s ¢ r(g); d’aprés le lemme I1.1.5., il existe
un borélien non négligeable E de % et un voisinage V de s tel que
e '(V)N%,z=. Soit W un voisinage de s et ¥, un voisinage de e tels que
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Vo:W-VgtcV; il existe un point g de G tel que E'=ENO~'(gV,) soit non
négligeable, et on vérifie sans peine que la construction de E’ implique
e W)NGp =, soit s ¢ r(Q).
(b) De (a), on déduit
r(o) = [\ image essentielle de ¢’ .

e’~e
Soit s ¢ r(g), E et V comme ci-dessus tels que ¢~ (V)N % z=. Soit g
I'application de 9® dans ¢ ayant les propriétés (a), (b), (c), (d) du lemme
II.1.6.; on pose

0'(x) = o(qgr)xq(d(x)~'), Vxe¥:

alors ¢'~p et, comme @' ~!(V)=¢ }(V)N %, (mod %) est négligeable, on a
s ¢ image essentielle de ¢’. D’ou I'inclusion inverse.

I1.2. Propriétes de 'image réelle.

L’image réelle fournit un critére simple pour qu’'un homomorphisme soit
similaire a ’homomorphisme trivial 1 (qui & tout x de ¥ associe I’élément
neutre de G).

ProprosiTION I1.2.1. On suppose G abélien.

Alors ¢ ~ 1 si et seulement si r(g) = {e} .

Cette proposition permet de préciser le rapport entre r(g) et le groupe dual
G.

ProrosiTioN 11.2.2. On suppose G abélien et G/r(¢)NG compact. Alors
r(@NG est Porthogonal du sous groupe {y € G | yoo~1} de G.

ProPOSITION I1.2.3. On suppose que G est abélien et que, pour tout y de G, yop
~1. Alors g~1.

REMARQUE. Dans le cas particulier de 'homomorphisme 6 de I'exemple
L34, la proposition I1.2.1 est due a L. K. Arnold [1, Theorem 1]. Les trois
propositions ci-dessus sont démontrées par K. Schmidt [26], [27] dans le cas
d’un systéme dynamique ergodique.

LemME 11.2.4. On suppose G abélien. Soit K un compact de G tel que K Nr(g)
=(. Tout borélien non négligeable E de % contient un borélien non
négligeable F tel que ¢ "' (K)N %p=.
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DEMONSTRATION. On itére la propriété suivante:

(P) Soit s € G—r(g). Il existe un voisinage V de s tel que tout borélien non
négligeable E de %' contienne un borélien non négligeable F vérifiant g7 ! (V)

=.

Pour démontrer (P), on fixe un voisinage W de s et un borélien non négligeable
E, de 9 tels que ¢ ' (W)N % = (IL15), un voisinage V de s et un
voisinage V,, de e tels que V- V- V! = W. En remplagant % par une contration
inessentielle, on peut supposer que g est un homomorphisme algébrique et qu’il
existe une application borélienne g de ¥ dans ¥ telle que (cf. 11.1.6)

d(qw) = u, Vue 99, et r(qu)eE, Yue 9.
Il existe un point s de G tel que
{ueE| olgw)esvo} =F

soit non négligeable. Si x € %,r, q(r(x))xq(d(x))~* existe et appartient & %,
et o(q(r(x)e(x)e(q(d(x)))~! n’appartient donc pas a W. Comme ¢(q(r(x)))
et o(q(d(x))) appartiennent a sV,, g(x) n’appartient pas a V et on a bien
' NNGp=2.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.2.1. L’implication dans un sens résulte
de I1.1.3.(a).

Réciproquement, on suppose r(g)={e}. On fixe sur G une distance
invariante d et on désigne par V, la boule ouverte de centre e et de rayon 27"
(n € N); en itérant le lemme ci-dessus, on obtient une suite décroissante (F,),eN
de boréliens non négligeable de %© tels que, F, =9 et, pour tout n>2,
oG )<V,

En appliquant I1.1.6. (et en remplagant & par une contraction inessentielle),
on obtient une suvite (g,),.n d’applications de F, dans %,; telles que, pour
tout n, pour tout u de F,

dq,w) =u et r(gw)eF,,.

Pour tout n, g, ,(r(g,(w))q,(u) existe si u € F,, ce qui permet de poser par
récurrence, pour tout u de ¥©:

q,(w) = qi(u)
4: () = q5(r(q,W))q; @)

4n(@) = gu(r(qn- 1 ())gn-1 ()

etc.. .

Math. Scand. 42 — 6



82 JEAN-LUC SAUVAGEOT

Les g, vérifient
Vue 99, d(g,w) = u et r(q,() € Fpyy,

4,(4)"q,-,(u)™" existe et appartient & %, .

Donc, pour tout x € %, g,(r(x))xq,(d(x))™' existe et appartient & %p__ .
On posera

0a(%) = 0(ga(r())xq,d(x)7) et fo(w) = o(g.(w)

(x et u dans ¥ et 99 respectivement). Pour tout n, g,(x) € V,, Vx € ¢, donc
0,(x) — e. D’autre part, si u € ¥©,

L@ fo @)t = 0(g,(w)q,-, @))€V, VneN:

les f, (1) forment une suite de Cauchy dans G, donc convergent vers une limite
f(u) pour tout u de ¥?,
A la limite, Vx € ¥, e=f(r(x))e(x) f(d(x))~?, soit g~ 1.

LeMME I1.2.5. Soit g Thomomorphisme de % dans le groupe quotient G/r(g) N G
deduit de @ par passage au quotient. On a r(g)={é} ou r(@)={é, + o0}
(é=élément neutre du groupe quotient).

DEMONSTRATION. Soit s € G tel que §er(g). Soit E un borélien non
négligeable de ¥, V un voisinage de s, W un voisinage de s et ¥, un voisinage
de e tels que W- V%< V. On montre qu'il existe un élément g de G Nr(p) tel que
¢~ ' (W-V,-g)N %,k soit non négligeable; on en déduit que

F={ueE| B ' (W V8" N%g)%0}
est non négligeable et, comme ¢~ '(g™!V,) N %,r est non négligeable, que
ez' (V) = e (W-Vogler ' (g7 Vo)

est non négligeable, soit s € r(g) et §=¢.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.2.2. Il est immeédiat que, pour tout y
de G,

Y(r@NG) = r(yoo) .
Donc, si yog est similaire & 1, r(yog) est réduit a {1} (proposition I1.2.1),

7(r(@) N G) est réduit a {1} et y est orthogonal a r(g)NG.

Réciproquement, supposons y orthogonal 4 H=r(g) N G. Alors yog est de la
forme og, ou § est un caractére de G/H et § I’homomorphisme défini dans
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I’énoncé du lemme I1.2.5. ci-dessus. Si G/H est compact, on déduit du lemme
11.2.5. r(g)={é}, donc g~1 d’aprés la proposition I1.2.1.,, et yog=Fog~1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II.2.3. On adapte sans difficulté la
démonstration du Theorem 3 de [13].

REMARQUE. Lorsque le groupoide % n’est pas ergodique, les propositions
I1.1.2, I1.1.3 (a) et I1.2.3 restent valables sans modification. Les propositions
IL.1.3. et I1.2.1. restent vraies si on remplace dans I’énoncé l'invariant r(g) par
un invariant r’(g) défini de maniére analogue a r(g) mais en se limitant, dans la’
définition IL1.1., aux boréliens E de %'© dont I'enveloppe essentielle saturée
[E], définie en 1.2.3, est de complémentaire négligeable; en d’autres termes,
on a

r'(e) = N image essentielle de g .
E borélien de ¥
[E] conégligeable

I1.3. Image virtuelle.

I1.3.1. DEFINITION DU GROUPOIDE ¥,. Soit (¥,%) un groupoide mesuré, G un
groupe localement compact a base dénombrable et ¢ un homomorphisme de ¥
dans G. On définit sur I'espace mesuré (¥4 x G, ¥®%), ou € est la classe de la
mesure de Haar de G, une structure de groupoide mesuré en posant:

(97" = (x71,s0(x)

(x,)(y, t) existe si xy existe et t =sg(x); dans ce cas, (x,s)(),se(x))= (xy,s). On
note (%,,%,) ce groupoide mesuré. ¥'* s’identifie & 9'” x G, avec la classe de
mesures €' =¢"®%; on a

r(x,s) = (r(x),s) et d(x,s) = (d(x)se(x).
La relation d’¢quivalence naturelle &, sur 4\ est

(u,5)R,(v,t) siil existe x € 4 tel que r(x)=u, d(x)=v et t=50(x) .

I1.3.2. DEFINITION DE L'IMAGE VIRTUELLE. G agit sur %\’ par translations sur
la seconde coordonnée:

su,t) = (u,s™ ).

Cette action préserve la classe de mesures € =% ®%g, ainsi que la tribu
B3 des boréliens R, -saturés de ¥ d’ou une action par automorphismes de
G sur l'algébre de Von Neumann abélienne L* (4, ¢)*., que nous noterons
W, et que nous appellerons image virtuelle de ’homomorphisme g.
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Dans la terminologie de G. W. Mackey [19, paragraphe 6] et A. Ramsay
[22, paragraphe 7], une réalisation ponctuelle de W, s’appelle « range
closure » de ¢. A. Ramsay montre que W, est ergodique si % est ergodique, et
que les images virtuelles de deux homomorphismes similaires sont isomorphes.

Le résultat principal de ce paragraphe est la proposition suivante: le noyau
de W, est le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans r(g):

ProvrosiTioN 11.3.3. Soit s € G. Les deux propositions sont équivalentes:

(i) Pautomorphisme W,(s) de L°(4, €)% est lidentité;
(i) Vg e G, gsg~! e r(o)

Cette proposition permet, lorsque G est abélien, de déterminer la partie finie
de r(p); si, en outre, ¥ est ergodique, la proposition suivante permet de décider
de P'appartenance du point a I'infini en transposant en termes de transivité
l'alternative du lemme I1.2.5.

ProposiTioN 11.3.4. On suppose G abélien. Les deux propositions sont
équivalentes:

(i) le systéme dynamique W, est transitif;
(i) le groupoide ¥ est ergodique et r(g)={é} (ou ¢ est "lhomomorphisme défini
dans Iénoncé du lemme 11.2.5).

Citons tout de suite un corollaire de la proposition I1.3.3.

CoroLLARE IL3.5. Si r(@QNG=G, W, est laction triviale de G sur
L>(49, ¢

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition I1.3.3, si r(¢) N G=G, W, est I'action
triviale de G sur L*(9D,4%)*. Tout borélien saturé de % est égal
(mod ¢) a un borélien G-invariant, donc de la forme E x G ou E est un
borélien (nécessairement saturé) de ¥0: L (4, ¢9)% et L° (4, ¢)* sont
donc isomorphes.

En corollaire des propositions 11.3.3,, I1.3.4. et du lemme I1.2.5., on obtient:

CoroLLAIRE I1.3.6. Si G est abélien, 4 ergodique et G/r(¢) NG compact, W,
peut étre réalisé comme Paction transitive de G sur le groupe quotient G/r(g) N G.

La démonstration des propositions I1.3.3. et I1.3.4. fait intervenir le lemme
suivant, qui permet d’éliminir les difficultés dues au « presque siirement » dans
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le choix d’une réalisation ponctuelle de W,. Sa démonstration est laissée en
exercice au lecteur.

LemMmE I1.3.7. Il existe une réalisation ponctuelle (Z,,%z; G) de W,, un sous-
ensemble borélien U de 99 de complémentaire négligeable et une application
borélienne p de U x G dans Z, vérifiant:

(i) p(€)=%3;
(i) Vx € %, Vs € G, plr(0,9)=p(d(x),5(x);
(iii) Vue U, Vs, t € G, p(u,st)=sp(u,t);
(iv) toute application Z)-mesurable de %9 dans C se factorise par p
mod ¥?;
(v) Z, est un espace compact et G agit continument sur Z,.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IL.3.3. (i) = (ii). Soit se G et g € G tels
que gsg~! ¢ r(g). D’aprés le lemme IL.1.5, il existe un borélien E de 9© non
négligeable et un voisinage V de gsg~! tels que gz ' (V)=¢.

Soit W un voisinage de g tel que WsW "' < V. Soit A le saturé de Ex W ™!
pour #,: A est analytique, donc mesurable, non négligeable. On va montrer
ANs™'A=X, ce qui impliquera W (s)*1.

Soit (u,h) € ANs~1A4. 1l existe (x,k) et (x',k’) dans ¥ x G tels que

(r(x),k)e ExW™! et (d(x),ko(x)) = (u,h);
(rx)k)e ExW™! et (d(xX),ko(x)) = (u,sh).

Comme u=d(x)=d(x'), x'x~! existe. Comme r(x) et r(x’) sont dans E,
x'x"1 € 45. Comme ko(x)=s"1k'o(x"),

o(xXx™Y) = K lske WsW™! < V:

d’ou une contradiction puisque gg (V)= .

(ii) = (i). On suppose W,(s)=* 1. Soit (Z,¥z; G) une réalisation concréte de
W, vérifiant les conclusions du lemme I1.3.7. on identifie ¥ et %y.

11 existe un borélien non négligeable Z° de Z tel que Z°NsZ°=¥; il existe
donc un compact K de Z non négligeable tel que K NsK = J¥. Par continuité
de 'action de G, il existe un voisinage V de s tel que KNVK=J (i.e. KNhK
=@, Vh e V). On posera A=p~*(K): A est un borélien saturé de 4 x G qui
vérifie

AyNA, =, VheV,VgeG

(avec 4,={ue 99| (u,g) € A)}).
Comme A est non négligeable, il existe g € G tel que A, soit non négligeable.
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On pose E=A, pour un tel g et on va montrer que o5 (g"'Vg)=¢, donc
g 'sg ¢ r(o). En effet, soit x € %z: on aura (d(x),g) € A, donc, VheV,
(d(x),hg) ¢ A. On aura aussi (r(x),g) € A, donc, puisque A est saturé,
(d(x),ge(x)) € A. Par comparaison, go(x)+hg, Vh € V, soit o(x) ¢ g~ 'Vg.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.3.4. (ii) = (i). D’apreés la proposition
I1.2.1,, on peut supposer, en remplagant ¢ par un homomorphisme similaire,
que ¢(x) e r(g), Vx € 4. Soit (Z,%z; G) une réalization de W, vérifiant les
conclusions du lemme I1.3.7.; soit A un borélien saturé de %0’: il existe un
borélien Z° de Z tel que A=p~*(Z°) mod ¥’; d’aprés la proposition 11.3.3.,

Z° = sZ°mod%,; Vser(o),

et on peut choisir une version de Z° qui soit r(g) N G-invariante; donc, en
remplagant A par un ensemble borélien saturé équivalent, on peut supposer
A=sA, Vs € r(g) N G. Montrons que, pour tout g de G, A, est saturé.

En effet, si x € 4 et r(x) € A,, alors (r(x),g) € 4, donc (d(x),ge(x)) € A (car
A est saturé) et, comme A est r(g)N G-invariant, (d(x),g) € 4 et d(x) € A,.
Comme ¥ est ergodique, on aura A,= (mod 4¥) ou

4, = 99 mod¥?), VgeG.

L’ensemble des g € G tels que 4,= & mod ¢'* est r(g) N G-invariant (car A,,
=A, si ser(@g)NG), donc A4 est image réciproque d’un borélien B de
G/r(g) N G par l'application q:

q: 993 (u,8) > §e G/r(@NG.

11 est évident que I'image réciproque par g d’un borélien de G/r(g) N G est un
borélien saturé de ¥ et que g échange les actions a gauche de G dans % et
G/r(@NG: on a montré que W, était isomorphe a laction de G sur
L*(G/r(@)N G), donc que W, était transitif.

(i) = (ii). Si W, est transitif, il est ergodique, donc ¥ est ergodique car, si E
est un borélien saturé de %'®, Ex G est un borélien saturé G-invariant de
9", Si W, est transitif, G abélien et 4 ergodique, d’aprés la proposition
11.3.3,, W, admet pour réalization ponctuelle I'action de G sur le groupe
quotient G/r(g)N G muni de la classe de sa mesure de Haar. On en déduit qu’en
remplagant ¢ par une contraction inessentielle. il existe une application
borélienne p de ¥® x G dans G/r(¢) NG vérifiant

Vxe ¥, VgeG, p(r(x)g) = pld(x),gex);
Vue 49, Vg,heG, plugh = gp(uh).
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On en déduit p(r(x),g)=o0(x)p(d(x), g), soit
e(x) = p(r(x)ep(d(x)e)™!, Vxe®,

donc g~1 et r(g)={é}.

CoNcLUSION LORSQUE G=R. Si on suppose ¥ ergodique, on a les quatre
possibilités suivantes:

— type II: r(@)={0} si et seulement si W, est I'action transitive de R sur R.

— type I11,: () =R si et seulement si W, est le flot trivial sur un espace réduit
4 un point.

— type III; (0<A<1): r(e)={oc} UT,Z si et seulement si W, est I'action
transitive de R sur le groupe quotient R/T,Z (avec T,= —2nr/Log ).

— type HI,: r(@)= {0, 00} si et seulement si W, est un flot nox transitif, donc
isomorphe a un flot sous une fonction au dessus d’une base ergodique
diffuse.

II1. Interpretation algébrique de I'image virtuelle.
III. 1. Lalgebre #*(%).

Soit (%, %) un groupoide analytique mesﬁré, o un deux cocycle borélien de ¥
dans le tore T, Cest 4 dire une application borélienne de ¥ dans T qui vérifie

V(x,y,2) € 96,  alxyelxy,2) = ax, yz)a(y,2)
et a(x,d(x)) = a(r(x),x) =1,
ou %, est une contraction inessentielle de ¥ et
g0 = {((xy2) e G| dx)=r() et-d()=r()} .

Au triplet (¥%,%,a) est associée par P. Hahn [14, Chapter VI] une W*-
algeébre que nous noterons .#*(¥%) (cf. aussi [23]).

A chaque mesure B=[q40 p*df® (u) invariante & gauche dans la classe € est
associ¢ canoniquement un poids @ sur #*(¥). Lespace Hy, de la
représentation de Gelfand ng associée au poids @ s’identifie naturellement a
'espace de Hilbert L*(%, B). L'algébre ny(.#*(%)) s'identifie a I'algeébre de von
Neumann engendrée par les opérateurs {L%, fe &£,(%)} définis ci-dessous:

si f est une fonction borélienne complexe définie sur &, on pose

[0 = a(x7Lx8(x) 7 f(x7Y), Vxed

(0 est 'homomorphisme modulaire associé a f: cf. 1.3.3.);
£5(%) est 'ensemble des fonctions boréliennes complexes f définies sur 4
qui vérifient
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esssup {B“(If]), ue 99} < 0o et esssup{B“(f*)), ue 49} < oo;

si ¢ désigne I'élément générique de L*(%, ) et si fe £4(¥), on a posé
$e(x) = J a(x~1xy) T f xp) ey dBO(y) -
]

On vérifie facilement que 'on a
Ve %49, (LY* = L
et
VSgeLy(9), LiLj=ri,,
ou on a défini un élément fxg de £;(%) en posant, Vx € 4,

frg(x) = L a(xy,y ™) f(xy)g(y 1B (y) .

On fixe une fois pour toutes la mesure invariante a gauche f dans €, son
module & et le poids & associé. Par abus de notations, on écrira encore #*(%)
au lieu de ny(A#°(%)). Le théoréme 6.9. de (14) peut étre reformulé ainsi:

ProposiTION ITL.1.A.(a). #*(¥) est standard dans L*(%,B) au sens de [12,
définition 2.17, Pinvolution J étant définie par

JE(x) = alx™,x)710M) X (7Y, Ve L(Y,p)

et le cone P la fermeture des {L3Jf | fe L2(%,B)N L 4(%9)}.
(b): Tlopérateur modulaire A associé au poids @ est lopérateur de
multiplication dans L*(%, B) par la fonction é.

Lemme 1IL1.1. (a) Si f est une fonction borélienne complexe sur % et si
0" e Ly(9), la formule

L{(x) = L a(x 1y, y " f(x "1 y)ER) B ()

(¢ € L*(%, B)) définit un opérateur borné L't de L*(%, p).
() #*(9)={L} | fe & L,(9)}".

DEMONSTRATION. Si f € £4(9), on vérifie que JL}J =L,

IIL.2. Le groupoide %,.

Soit G un groupe localement compact abélien, ¢ un homomorphisme de %
dans G (définition L.3.1), ¥, le groupoide défini en I1.3.1. Le deux cocycle a
admet une extension naturelle & 4 %, en posant
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&((x,5), (1) = a(x,y) si ((x,9), (1) e 42 .

A 'homomorphisme g est associée une action naturelle § du groupe dual G sur
Palgébre .#*(%) de la maniére suivante: si y € G, I'opérateur de multiplication
par la fonction yecg

(45x— {nex))eT)
définit un unitaire u, de L*(%, f) qui vérifie
Ve Ly(9), wuliuy =Li,s,

et u, implémente donc un automorphisme §(y) de .#*(%); {y — u,} est une
représentation unitaire continue de G et g est donc un morphisme continu de G
dans Aut (#%(%)). Le but de ce paragraphe est d’établir un isomorphisme

naturel entre I’algébre de von Neumann ./l&(ge) et le produit croisé
W*(M*(%), ).

NoraTiONs. 1) On fixe sur G et G les mesures de Haar v et  respectivement
de sorte que I'opérateur de transformation de Fourier F de L*(G) sur L*(G),
défini par

F{(s) = L sl diy); (e L*G), seG,

soit isométrique.
2) {y > V,} est la représentation réguliére gauche de G dans L*(G):

VL) = Lo7Y), V(e L*G), Vv eG.
{y — W,} est la représentation de G dans L*(G), qui a I’élément y de G associe
lopérateur W, de multiplication par la fonction (G 3s— {y,5p). On a
I'égalité:
W, = FV,F*, VyeG.
3) Si g € L*(G), T, est 'opérateur de multiplication par g dans I'espace de
Hilbert L?(G).
Si f est une fonction borélienne complexe sur ¢, on notera f®g la fonction
sur 4,=% x G définie par
S ®g(x,5) = f(x)g(s) .
4) W*(M*(%),0) est lalgébre de von Neumann d’opérateurs de I'espace de
Hilbert

L}(%x G, p®9) = L*(%4, HBL*(G)



90 JEAN-LUC SAUVAGEOT

engendré par les opérateurs {1®V,,y € G} et {n*(f), f € ZL4(9)}, ot on a posé
sife Z5(%), (e LX(9%G,pRV), xe FetyeG:

(f)E(x,y) = J a(x™1,xy) " e (> T (T ) dBMR() -
%

5) La mesure f@v sur %,= % x G est invariante & gauche dans la classe €,
et sera notée f. .#%(%,) s'identifie 4 I'algébre d’opérateurs de I'espace de Hilbert
L*(%,P) = L*(%4,p)®L*(G)

engendrée par les {L, ¢ € L3(%,)}, avec

Lf,.f(x, S) = fa(x"i’xy)—lw(xy’ s)é(y'l,sg(xy))dﬁ‘“’"(y)

sifel*(9,Petope L)
Avec les notations ci-dessus, on peut définir Iisométrie 1®@F de
L*(%,p)®L*(G) sur L*(%,p)®L?(G)=L*(%,,P) et énoncer la proposition:
ProrosiTioN II1.2.1. On a

LQF - W*(#*(%),0) |QF* = #*(F,) .

DEMONSTRATION. On vérifie sans difficulté les propriétes suivantes:
(a) si g est une fonction continue bornée sur G et si fe L4(¥%), alors
J@ge Z3(%,) et Lig, = 10T, Lig;
(b) si fe Lp(%),0na
Ligi = 1®F n*(f) 1®F*.
De (b) et (a) on ‘déduit: Vy e G
1QF 1@V, n*(f) 1QF* = 1QW, Lig, = Lig, ., € #*(%),
soit
1QF - W*(#°(9),0) 1®F* < M*(F,).
On vérifie ensuite les propriétés suivantes:

© VyeG, Voe Lp(%,), u, @W* Li=Li-u,@W*.
(d) si fe 6tL4(9),

f®1edtsy(%) et L = LFQ1L.

Comme le commutant de W*(.#%(%),0) est engendré par les opérateurs
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{LE®1,fe 6t 2,9} et {u@V*yeG},
les propriétés (c) et (d) fournissent I'inclusion:
LQF - W*(M*(%),0)  1@F* < M%),

d’ou la proposition.

REMARQUE. Lorsque G n’est pas commutatif, on peut encore interpréter
Jl‘i(g,) comme un produit croisé W*(.#*(%),§), ou § est une action « duale
de G » au sens de (8) ou de (20), c’est a dire un morphisme injectif de .#*(¥)
dans A*(9)®.#'(¥%) compatible avec le coproduit de I'algébre de la
représentation réguliére droite de G. En faisant opérer Jl".‘(.@,) et
M*(%)® #'(G) dans 'espace de Hilbert

L*(9xG,p®Y) = L*(%,h))®L*(G,v),

ou v est une mesure de Haar a droite de G, on obtient la proposition:

ProrosiTion II1.2.2. (i) Il existe une action ¢ (nécessairement unique) de
M'(G) sur M*(9) vérifiant :

O(Ly) = Lig, VfeZy(9).

(i) On a W*(A*(%9), é)==/l&(€4‘,), le produit croisé étant pris au sens de (8).

DEMONSTRATION. On a
U-L3®1-U* = Lig;, VfeZy9,
si on désigne par U I'unitaire de L?(% x G, B®v) défini par

U(x,s) = é(x,s0(x), VY(x,5)€e ¥xG (¢ e LX(¥9xG,BRV),

et un calcul simple permet de vérifier que ¢ est compatible avec le coproduit I
de .#'(G), c’est a dire que 'on a

0®1(0(LY) = 1®T'@(LY), Ve Ly(9).

La propriété (a) de la démonstration de la proposition IIL.2.1. reste vraie, d’ou
Pinclusion W*(.#%(%),0)c #*(%,).

En combinant les résultats de [9] et [20], on montre que W*(#*(%),0) est
en position standard dans L?(¥% x G, B®v) et que son commutant est engendré
par .#°(%)®1 et par les opérateurs {U-1®T,- U*, g € L*(G)}; d’ol, comme
précédemment, I'inclusion inverse.
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II1.3. Application aux relations d’équivalence mesurées.

DeriniTioN II1.3.1. On dit que le groupoide analytique mesuré (¥, %) est une
relation d’équivalence mesurée si (& une contraction inessentielle prés),
'application 1:

g3 x — (r(x),d(x)) € 49 x ¥
est injective.

Il revient au méme de dire que, pour €© presque tout u de %, le
stabilisateur

s, = {xe 9| dx)=r(x)=u}

est réduit a un point.

Le groupoide mesuré (%,%) s’identifie alors au graphe & de la relation
d’équivalence naturelle # définie en 1.2.1., munie de la classe de mesures ¢
image de € par 7 et de la structure de groupoide définie par

wv)™! = wu); du,v) =v; ruv) = u;

wv)(v,w) = (4, w);

ou (u,v) et (v,w) sont des éléments de & = ¥ x 9,

ProrosiTion II1.3.2. Soit (4,%) une relation d’équivalence mesurée, a un
deux-cocycle borélien de 4 dans T, g un homomorphisme de % dans le groupe
abélien G, § Paction du groupe dual G sur .M*(%) définie au § 111.2.

L'image virtuelle W, est isomorphe a la restriction au centre du produit croisé
W*(M*(%),0) de Paction de G duale de § au sens de [28, définition 4.1].

Nortations. II1.3.3.1. Soit ¢ € L*(%,%), f€ L*(9?,%?). On notera T,
I'opérateur de multiplication par ¢ dans L?(%, f). On posera

L) =T., Tuf) = Tpy-
I11.3.3.2. On posera
Mo(%) = {T.(N) | fe L*(5,¢?)}
M((9) = {T(f) | fe L*(9°,4)}
ME(9) = {T(f)| fe L*(@9,6)F}.
Un calcul élémentaire montre que I'on a
M%) = M(F); M(%) = JM(%)] = M (%)
ME(G) = M%) N\ M, (%) = M%) N centre de A*(9)
Ve L*(%9,¢9), JT.(f)J = Tf).
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LeMME 111.3.4. Si (9, %) est une relation d’équivalence mesurée, on a:
(a) M (%) est abélienne maximale dans M*(9);
(b) MR(D) est le centre de M*(%);

(c) M*(%) est un facteur si et seulement si 4 est ergodique.

DEMONSTRATION. (b) et (c) découlent immédiatement de (a).

(a) si un opérateur de #*(¥%) commute a .#,(¥%), comme il commute a
M, (9), il commute a tous les opérateurs diagonalisables si (¥4,%) est une
relation d’équivalence mesurée et est donc de la forme T, ¢ € L*(%,%). 1l
commute aux L7, fe 6:.L,;(%), soit

Vfedt?,(%), Vée L*(94,h), Vue 49 pO—ps, Vxe & p*—ps.,

L alx 7'y, y N (x T e)EW) dB(y)

= L Palx 1y, y™) (xS dB(Y) -

En faisant parcourir a f'et £ un ensemble dénombrable de fonctions indicatrices
convenablement choisies, on obtient

Vue 99 pO—ps, V(x,y)e x4 B'®F —ps, ox) = o),

et, en appliquant le lemme de sélection de von Neumann (cf. [6, appendice V
n° 5]), on obtient une section borélienne u — y, de I'application r telle que

o(x) = ¢(y), VYue % pO_ps, ¥Yxe g p*—ps.,
soit @ =for mod ¥, avec f(u)=¢(y,), et T,=T,(f) € (%)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II1.3.2. On note (s — U, la repré-
sentation réguliére gauche de G dans L?(G). De la proposition II1.2.1., on
déduit immédiatement:

(A) laction de G sur W*(.#*(%),$) duale de ¢ est isomorphe a I'action de G
sur Palgébre .#%(%,) implémentée par le groupe d’unitaires {I®U,,s € G} de
I'espace de Hilbert

LX(%,B) = L*(9,hQL*G) .
D’autre part, avec les notations ci-dessus, on a

(B) 'image virtuelle de g est I'action de G sur I'algébre .#Xe (%,) implémentée
par le groupe d’unitaires {1®U,, s € G}.
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Enfin, si ¢ est une relation d’équivalence, il en est de méme du groupoide ¥,
et la proposition découle du lemme II1.3.4.

REMARQUE. La proposition II1.3.2. reste vraie lorsque G n’est pas abélien,
avec les notations de la proposition II1.2.2. et la notion d’action de G duale de
0 définie dans (8). (La démonstration est identique a celle ci-dessus, a cette
nuance prés que la propriété¢ (A) découle immédiatement de la définition de
I'action duale).

IV. Automorphismes et type d’une relation d’équivalence mesurée.
IV.1. Type de lalgébre #*(9).

Dans la classification de A. Connes [3], [4], le type de .#*(%) s’exprime a
I'aide d’invariants (« T », « S », « flot des poids ») qui ne sont autres, dans le
cas d’une relation d’équivalence mesurée, que les invariants attachés a la classe
de similarité de 'homomorphisme modulaire qui ont été étudiés au chapitre II.

THEOREME 1V.1.1. Soit (¥,%) une relation d’équivalence mesurée, o un deux-
cocycle borélien de % dans le tore, 6 Thomomorphisme modulaire associé a une
mesure invariante a gauche dans €.

(a) L'algebre M*(%) est semi-finie si et seulement si & est unimodulaire (i.e.
o~1);

(b) T(#*(9)={teR | ~1};

(c) S(#*(9)=r(d) (en identifiant I'élément O de R, avec le point a I’mf ini de
R*; on suppose (%,¥) ergodique);

(d) le flot des poids « régulier » de M*(%) est I'image virtuelle de o.

DEMONSTRATION. (d) D’aprés [4], le flot de poids « régulier » de #*(%) est la
restriction au centre du produit crois¢ W*(.#°(%),0®) de 'action 6 de R*
duale de ¢®. Or, I'action & de R associée a ’lhomomorphisme § au § IIL.2. n’est
autre que le groupe d’automorphismes ¢ (cela découle de la définition de § et
de IIL1.A, (b)). I suffit alors d’appliquer IT1.3.2.

(b) Soit f un unitaire de L®(%,¢?) tel que

Vxe g ps, 6" =f(rx)f(dx).
L’unitaire u= T,(f) implémente 62, et t € T(#*(%)). On a montré
{teR| o"~1} c T(#*%(%)).

Réciproquement, soit t € .II"(Q) et u un unitaire du centre du centralisateur
M*(%), qui implémente 6?. Comme I'algébre abélienne maximale .# (%) (cf.
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I11.3.3.2) est contenue dans #*(%)e, on a ue .#y,(%), soit u=T,(f),
fe L®(%9,€9) et on vérifie sans peine que §*=for: fod (mod %).

(a) On raisonne comme en (b) en remplagant I'unitaire u par un groupe a un
paramétre {u,=h"},.p, o0 h est un opérateur positif affilié au centre de
M*(9)p, donc & A (%)

(c) La définition de I'invariant S n’a de sens que si #*(%) est un facteur,
cest a dire si ¢ est ergodique. On a

0 ¢ S(A* (%) <> M#*(%) est semi-finie  ([3, lemme 3.1.2])

<6 ~1 d’aprés (a)
<« r) = {1} (proposition I1.2.1.)
< 00 ¢ r(d) (d’aprés 11.1.2)

et si, s € R%
s € S(#*(¥%)) < s € noyau du flot des poids  (cf. [4. § I1.3])

<> s € ker W (d’aprés (d))
< ser(d) (proposition I1.3.3.)

REMARQUEs. 1) Cette classification est indépendante du cocycle .
2) Si (¥%,%) n’est pas une relation d’équivalence mesurée, on a seulement les
inclusions

{teR| 8"~1} < T(H*(%) S(H* (D) < r(d).
3) (a) est démontré par [14] pour ¥ ergodique.

4) Le calcul de flot des poids (d) est fait dans [4] pour une relation
d’équivalence mesurée provenant d’une action de groupe.

Dans le cas ou ¢ est unimodulaire, on peut préciser le type de #%(%) dans la
classification de von Neumann:

ProrosiTION IV.1.2. Sous les hypothéses du théoréme 1V.1.1., les deux
propositions sont équivalentes:

(i) Palgébre M*(%) est finie;

(ii) pour €®-presque tout u de 9%, la classe d’équivalence de u modulo R est
dénombrable et il existe dans €'© une mesure finie invariante par le groupe plein
de R (défini dans [10)).

DEeMoONSTRATION. En adaptant la démonstration du théoréme 8 de [11], on
montre qu’il existe une espérance conditionelle de .#*(¥) sur #,(%) si et
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seulement si presque toutes les orbites de R sont dénombrables. On est alors
ramené au cas d’une action de groupe (cf. [10]) et la proposition se démontre
comme le corollaire 5 de [11].

ProposITION IV.1.3. Sous les hypothéses du théoréme 1V.1.1. et en supposant «
=1, les deux propositions sont équivalentes:

(i) Palgébre M*(¥) est discréte;
(ii) la relation d’équivalence R est mesurable (i.e. Pespace quotient 4'°)/R est
métriquement dénombrablement sépareé).

DEMONSTRATION. On commence par démontrer la proposition dans le cas
ergodique. La conclusion (ii) est alors équivalente a:

(ii') le groupoide (¥,%¥) est essentiellement transitif, auquel cas ’espace
L*(%,p) sidentifie naturellement a L2*(%99,O)QL*(4?,p?) de maniére
qu’un opérateur L} (f e £5(¥)) devienne de la forme 4,®1, et un opérateur
L} (ge 6*.2’,(@)) de la forme 1®B, .#%(%) est donc isomorphe a
L (L%, )} @1 et par conséquent de type .

Réciproquement, si .#*(%) est un facteur de type I, il est nécessairement
isomorphe 4 Z(L*(%?, B?)), l'isomorphisme échangeant .#,(¥) et I'algébre
9 des diagonalisables de L?(%?, p?); d’aprés le théoréme 2.18 de [12] il
existe un isomorphisme de L*(%, f) sur

L2 ( g(o)’ B(O)) ® L2 ( g(O)’ ﬁ(O))

qui envoi #*(%9) sur Z(L*(%°, BRI, M%) sur 2®1, M,(¥) sur
1®92; le groupoide (¥,%) est de la forme (%? x 40, fORB?), cest a dire
essentiellement transitif.

Pour passer du cas ergodique au cas général, il suffit de faire intervenir la
désintégration du groupoide (¥, %) en groupoides ergodiques (cf. [14, theorem
7.15]), soit symboliquement

®
(%,%) = I (9,€)dv(z2) et MY = J M(G)dv(2) .
z z

Si R est mesurable, on peut prendre pour Z une section borélienne de R et, pour
presque tout z, le groupoide (¥,,%,) est essentiellement transitif; .#*(%) est
donc discréte comme intégrale de facteurs de type 1. Réciproquement, si #*(%)
est discréte, pour presque tout z le groupoide (%,,%,) est essentiellement
transitif; une section mesurable de la projection naturelle de 4@ sur Z est aussi
une section mesurable de R, qui est bien mesurable.



IMAGE D'UN HOMOMORPHISME ET FLOT DES POIDS... 97

IV.2. Automorphismes d’une relation d’équivalence mesurée.

Soit (%, %) une relation d’équivalence mesurée. On identifie ¥ et le graphe
de la relation d’équivalence R (cf. § I11.3): ¥ est un sous-ensemble de ¥ x ¥©
et un élément x de ¥ sera aussi noté (u,v), avec u=r(x) et v=d(x).

Soit

B = f papOw)
%0

une mesure invariante a gauche dans %. Pour tout u de 9©, §* est de la forme
e,®p", ou ¢, est la mesure de Dirac au point u, et oi (8 u € 4?) est un
champ borélien de mesures sur 4 tel que, pour tout u, " soit porté par la
classe d’équivalence de u, et vérifiant

B = B" Vuve 99 tels que uRv .

DEerFiniTiION 1V.2.1. Le groupe plein de R est le groupe [R] des
automorphismes a de I'espace mesuré (%©.%®) qui vérifient la propriété
suivante:

Vue%?® ¢9—ps., ap™ ~ p™
5., )

(Un automorphisme de (4?,¢'?) est une perfutation borélienne de ¥ qui
préserve la classe '”; on identifie deux automorphismes essentiellement
égaux).

Cette définition implique:

Yae[R], Vue 9?9 €9 —ps, awRu.

DerFinITION IV.2.2. Le normaliseur A"([R]) de la relation d’équivalence R
est le groupe des automorphismes a de (%, %®) qui vérifient

Vue 49 ¢O—ps, af™ ~ p°W;
ce qui implique
Vxe % €—ps., a(r(x)Ra(d(x)

[R] est un sous-groupe distingué de A ([R]). Si les orbites de R sont
dénombrables, A" ([R]) est le normalisateur de [R] dans le groupe des
automorphismes de (9?,%?). Let but de ce paragraphe est d’établir un
isomorphisme de A" ([R]) sur le groupe des automorphismes de .#,(%9) qui
proviennent d’un automorphisme de .#*(%) (avec a=1), et de [R] sur le
groupe des automorphismes de .#,(%) qui proviennent d’un automorphisme
intérieur de .#*(¥%) (avec a=1).

Comme les résultats ne font intervenir que le deux cocycle a=1, on écrira
M (%) pour #'(%), L, pour L} (fe Ly(9)), etc.

Math. Scand. 42 — 7
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NOTATIONS IV.2.3. 8i a € [R], on posera
a(u,v) = (au,v), Wv)e ¥.
d est un automorphisme de I'espace mesuré (%, %) et on définit un unitaire V,
de L*(4%, B) en posant

ViEwo) = -‘%ﬂ(u,v)*c(a-*u, 0, VEeIX9,B).

Les propriétés suivantes se vérifient facilement:

(i) Vae[R], V,e H#(¥);

(ii) Vae [R], Vfe L*(¥%9,€¢?), V,T.(f)V*=T,(af) et par conséquent
Vol o(G)V 3= Mo(9).

(iii) 'application a — V, est un morphisme du groupe [R] dans le groupe
unitaire de #(%).

ProprosITION 1V.2.4. Un unitaire V de M (%) qui normalise M (%) s’écrit de
maniére unique V=V, V,, ou a € [R] et V, € M (%).

DEMONSTRATION. L’unicité ne pose pas de difficultés.

V normalise .#,(%) et I'algébre des diagonalisables de L?(%, ). D’ou un
automorphisme a de (99, %?) et un automorphisme d de (¥, %) caractérisés
par:

Vfe L*(949,¢9), VT.(f)V* = T.(af)

Vo e L*(%,%), VI, V* = Ty, .

Comme V commute & #,(¥), on a d(u,v)=(au,v), V (u,v) € ¥ € —p.s. et,
comme d préserve €, on en déduit
Vue 99 ¢9—ps., apf™ ~ g™,
d’ou a € [R].
Vo=V;!-V est un unitaire de .#(%) qui commute i .#,(%), donc un
élément de # (%) d’aprés le lemme 111.3.4(a).

NortaTions IV.2.5. Si a € #([R]), on posera a(u,v)= (au,av), ¥V (u,v) € 4. a
est un automorphisme de 'espace mesuré (%, %), et on définit un unitaire U; de
L*(%,B) en posant

d A
ap (u,v)}¢(@ u,a" ) .

U;é(u,v) = T

On vérifie

() UssM (9)UE=H(%)

(ii) V fe L*(99,€9), U;T,(f)U# =T, (af) et par conséquent U4 (%)U?
=My(¥9).
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(iii) application @ — U; est un morphisme de 4" ([R]) dans le groupe
unitaire de L*(%, ).
(iv) U; commute a J.

REMARQUE 1V.2.6. Soit ¢ un homomorphisme de % dans le tore T, et T,
lopérateur de multiplication par ¢ dans L2(%,f). T, normalise # (%) et
Iisomorphisme ¢=ad (T,) de .# (%) induit l'identité sur .#,(%). En outre, T,
est I'implémentation canonique de ¢ (au sens de [12, definition 3.3]).

ProposITION 1V.2.7. Soit 6 un automorphisme de M (%) tel que (M (%))
=M (9). Alors il existe un élément a de N/ ((R)) et un homomorphisme ¢ de %
dans T, uniques, tels que 0=ad (U, T)).

DEMONSTRATION. Soit U I'implémentation canonique de 6. U implémente
un automorphisme de #,(%)=J.#,(%)J, d’ou, comme dans la démonstration
de la proposition IV.2.4., un automorphisme a de (%©,4?) et un
automorphisme a de (¥, %) tels que

V e L*(99,¢7), UT(HU* = T(af); UT(NHU* = T,(af);

Voel®(%,6), UTVYU*=T,,.

On en déduit a(u,v)= (au,av), V (u,v) € ¥ € —p.s. et, comme d préserve €, on
aura a € A ([R]).

La proposition découle alors du lemme suivant, dont la démonstration,
assez longue, sera omise:

LemME 1V.2.8. Soit 8, un automorphisme de .M (%) induisant lidentité sur
Mo(%). Son implémentation canonique est de la forme Uy=T,, ou @ est un
homomorphisme de % dans T.

REMARQUE. Les résultats du § IV sont une généralisation des paragraphes 5,
7 et 8 de [11]. En conclusion du § IV.2, on obtient un isomorphisme (borélien)
du normalisateur de #,(%) dans # (%) avec le produit semi-direct de [R] par
le groupe unitaire de .# (%), et un isomorphisme (borélien) du groupe des
automorphismes de .# (%) qui préservent globalement .#,(%) avec le produit
semi-direct de A" ([R]) par le groupe des automorphismes de ¥ dans T.
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