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UBER LIPSCHITZ-FOLGEN

G. J. RIEGER

Aussagen der Gestalt F(x)— F(f)=0(a— p) sind fiir die Analysis wie fiir die
Zahlentheorie gleichermassen wichtig. Wir mochten darauf vom zahlen-
theoretischen Standpunkt niher eingehen. § 1 bringt die Konstruktion vieler F.
Diese werden in § 2 zu Ringen zusammengefasst. In § 3 beweisen wir ein
Gegenstiick zu einem bekannten Satz von Lagrange iiber Polynome. § 4 bringt
die Verallgemeinerung auf beliebige algebraische Zahlkorper. § S enthilt einen
Satz iber Gleichverteilung auf Restklassen; die dortige Voraussetzung
F;e W(N,1) stellt den Zusammenhang zum Vorhergehenden her. In § 6
werden obere und in § 7 schliesslich untere Siebabschidtzungen herangezogen.

Kleine lateinische Buchstaben bedeuten ganzrationale Zahlen.

SAtz 1. Es sei M eine unendliche Teilmenge von Z; ferner sei k>0; dann gibt
es iiberabzahlbarviele F: M — Z mit

(L.1) F(a) = F(b) mod (a—b)* (aeM, be M)
und
1.2 F(@ > 24 (@eM).

BewErs. Wir gehen aus von irgendeiner Abzihlung von M ={a,,a,,as,...}.
F(a,),F(ay),...,F(a,_,) seien bereits konstruiert (n>1), und es gelte

(1.3) F(a) = F(a) mod (¢,—a)* (0<i<j<n).
Wir suchen ein F(a,) € Z mit
(1.4) F(a,) = F(a) mod (a,—a)* (0<j<n).

Dieses System von Kongruenzen fiir F(a,) ist nach dem chinesischen Restsatz
genau dann l8sbar, wenn gilt

(1.5) F(a) = F(a) mod ((a,—a)", (a,—a)%) (O<i<j<n).

Eingegangen am 18. Dezember, 1978.
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Nun gilt
(@5, b% = (a,b), (a,b)| (a—b), c|d = c*{d*;
mit a=a,—a; b=a,—a; folgt
((@,—a), (a,—a))l (@ —a) (O<i<j<n).
Wegen (1.3) ist also (1.5) erfiillt. F(a,) l;ann daher beliebig in einer bestimmten

Restklasse mod [ (a,—a,), (a,—ay). .., (a,—a,_ )] gewihlt werden. Alles
weitere ist klar.

Wegen (1.2) ist ein F aus Satz -1 sicherlich nicht die Einschrinkung eines
F(X) e Z[X] auf M. Statt (1.2) hédtte man auch andere Bedingungen wie

(1.6) (—=1yF(a) >0 (j>0)

verlangen kOnnen, und wieder ist F kein Polynom.

2,

Es sei M eine unendliche Teilmenge von Z; ferner sei k=0; die Menge der
F: M — Z mit (1.1) bezeichnen wir mit W (M, k). Es ist

W(M,0) 2 W(M,1) 2 W(M,2) 2 W(M,3) 2 ...;

denn: » o« ist klar; fiir » 4+« wihlen wir als a,, a, irgendwelche Elemente von

M mit |a; —a,|>1 und setzen F(a,):=F(a,)+ (a, — a,)*, woraus sich mit Hilfe

des Beweises von Satz 1 sofort F € W(M, k), F ¢ W(M,k+ 1) ergibt. Es ist
N W(M,k) = Z (=Menge der konstanten Folgen auf M),

k21

denn fiir F € W(M, k)\ Z wihlen wir zunichst a € M, b € M mit F(a)%F(b)
und dann / mit

|F(a)=F(b) < la—bl'

und erhalten F ¢ W(M,I). Fy,...,F, (s20) aus W(M,k) seien algebraisch
unabhiingig liber Z; wie bei Satz 1 konstruieren wir Fy,, aus W(M,k) mit

log|Fe (X)) > IXI+|F (x)l+ ... +|F(x)]  (x €M)

dann sind auch F,,...,F,F,,, algebraisch unabhingig iiber Z. Es seien
M, &M, unendliche Teilmengen von Z; ferner sei k>0; dann ist
W(M, k)2 W(M,,k); dann: »>« ist klar; fir »=« ldsst es sich leicht
einrichten, dass (1.1) fiir ein Paar a € M,, b € M, \ M, verletzt wird. Es seien
M, M’ unendliche Teilmengen von Z; ferner sei k>0, I>0, Fe W(M,k),
FM)eM', G e W(M',I); dann ist GoF € W(M; k).
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SATZ 2. Es sei M eine unendliche Teilmenge von Z; ferner sei k>0: vermoge
(F£G)(a):=F(a)* G(a) wird W(M,k) zu einem nullteilerfreien kommutativen
Ring mit Einselement.

BeEwels. Wegen
F(x+y)G(x+y)— F(x)G(x)
= F(x+y)(G(x+y)—G(x))+ (F(x +y)— F (x))G(x)

fiihrt Multiplikation aus W (M, k) nicht heraus. Fiir jedes F+0 aus W(M, k)
gibt es hochstens endlichviele n € M mit F(n)=0; denn sonst wihle man ein
ae M mit F(a)#0, und fiir die unendlichvielen n € M mit F(n)=0 wire
(n—a)*| F (a) nach (1.1), was ungereimt ist; folglich hat auch das Produkt zweier
F,#0, F,+0 aus W(M, k) hochstens endlichviele Nullstellen, und es gibt keine
Nullteiler. Alles weitere ist klar.

Es sei k>1; unter eine k-Lipschitz-Folge verstehen wir ein Element von
W(N, k). Eine 1-Lipschitz-Folge nennt man auch ein Quasi-Polynom (vgl. [3]).
Fiir jedes F(x) € Z[X] ist (F(n): n>0) eine 1-Lipschitz-Folge wegen (a—b)]
(a"—b") fiir r>0; zusammen mit Satz 1 kann man schreiben

(2.1 Z[X] & WIN,1).
Wir betrachten noch zwei Beispiele aus Q[X]; es ist F(X)=1X(X+1)
¢W(N, 1) wegen 24 (F(3)—F(1)); est ist F(X)=1X2(X?>+1) e W(N,1) da in
a?(@+1)=b*(b*+1) = (a—b)(a*+a*b+ab?+b>+a+b)

die letzte Klamme stets durch 2 teilbar ist. Mittels Newton-Interpolation lassen
sich leicht alle F(X)e Q[X]JNW(N,1) charakterisieren (vgl. [3, Corollary
1]).

SATZ 3. Es sei F(X) € Z[ X]; ferner sei (F(n):n>0) € W(N,?2); dann ist F eine
Konstante.

Beweis. Es sei F(X)=bo+b,X+b,X?+ ... +b,X* Fiir beliecbige n>0, |
miisste dann sein F(n+ )= F(l) mod n®. Binomische Entwicklung fiithrt nach
Weglassen der Potenzen n?,...,n* und nach Kiirzen mit n auf

by+2byl+ ... +gbl*"! = 0 modn.
Fir n>|b,|+2|b,llg+ ... +glb,lg? ™! folgt
by +2byl+ ... +gblt7' =0 (I=1,2,...,9).
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Dieses lineare Gleichungssystem fiir b,,2b,,. . ., gb, fiihrt nach Vandermonde
auf by =2b,= ... =gb,=0.

Fiir k>0 bezeichne V (k) den Korper der Quotienten von W(Z, k). Wegen (2.1)
(mit Z statt N) und wegen (1.5) gilt

Z[X] g V).

Fir a € R bezeichne [a] die durch a—1<[a]<a eindeutig bestimmte
ganzrationale Zahl.

Satz 4. Es sei G(n)>0 (n>0),
(2.2) (G):n>0) e W(N,1),
(2.3) n|G(n) (n>0)

Hoy = (% 11 Gurl) [166) >0
r=0 I=1 j=1
dann ist ([H(n)]:n>0) e W(N,1)
Beweis. Fiir n>0 ist

(2.4) 0< Y Ii[ G ' = Y ;17 (termweise) < 1.

r>n l=1 r>1

Indem man in H die Terme der Reihe mit dem rechts stehenden Produkt
multipliziert und die Reihe bei r=n aufspaltet, kommt

Hw =73 [ 6i)+Y [1 60

r=0 j=r+1 r>n j=n+1
Wegen (2.4) folgt
(2.5) (Hml =Y [l GO).
r=0 j=r+1

Es sei 0<a<b. Durch Aufspalten der Summe (2.5) fiir n=>5b bei r=b—a—1

kommt
b—a—1

(2.6) [H)]-[H(a)] = Z
r=0 j=r

b

+ 2
b—

s=

b
IT G+

b a a
[] G-y I GG).

at=s+1 r=0 j=r+1

Jeder Summand der ersten Summe von (2.6) enthélt den Faktor G(b—a) und
wegen (2.3) somit den Faktor (b—a). In der mittleren Summe von (2.6) ersetzen
wir s durch r=s—b+a und t durch j=t—b+a; wir erhalten
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a

b b a
> I1 6o-3 [ GG

s=b—a t=s+1 r=0 j=r+1

I

5 (Iﬁ Gl+b—a)— ] Guﬂ
r=0

j=r+1 j=r+1
und beachten
G(j+b—a) = G(j) mod (b—a) (r<j<a)
wegen (2.2). Insgesamt folgt [H (b)] =[H (a)] mod (b—a).

In Satz 4 kann man etwa jedes G(X)=b,X + . .. +b,X® nehmen mit g>0,
b;20 (0<j<g), b,>0. Mit

| =

G(X)=X wund E:=

r

kommt ([n! E]:n>0) e W(N, 1) (vgl. [3, Corollary] fiir g=1).

|

~

0

v

3.
Nach Lagrange hat die Kongruenz /

X*+b X'+ ... +b, =0 modp

fiir jede Primzahl p hochstens g Lésungen. Dagegen gilt
SATZ 5. Es sei eine beliebige unendliche Menge vom Primzahlen P1<p<p;
- gegeben mit p; 23 und mit p;>p,_, +j (j> 1) Jerner sei k>0; dann gibt
es dazu tiberabzihlbarviele F € W (N, k) mit (1.2) (oder mit (1.6)) derart, dass
fiir passendes c; die Kongruenz F(X)= =c; mod p; mindestens j Losungen hat

(>0).

BEwEs. Es sei noch p,:=1. Wir verfeinern die Konstruktion aus Satz 1 mit
a,=n. Fiir jedes n € N gibt es genau ein ¢t € N mit p,_, < sn<p.Im Fall n<p,
—t fordern wir nur (1.4); F(n) kann dann noch beliebig in einer bestimmten
Restklasse mod [1%2%,.. ., (n—1)*] gewihlt werden. Im Fall p,—t<n (< P
fordern wir (1.4) und zusitzlich

F(n) = F(p,—t—1) mod p};

F(n) kann dann noch beliebig in einer bestimmten Restklasse
mod [1%2%. .., (n—1)%, p¥] gewihlt werden. Fiir gegebenes j>0 folgt mit

X = p—j—1+h 0Sh<)), ¢; = F(p;—j—1)
die Behauptung.
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BeMERKUNG. Ob die Ringe W (M, k) aus Satz 2, ihre Korper der Quotienten
und die Quotientenringe W(M,k)/W(M,l) (0<k<I) algebraisch interessant
sind, vermag ich nicht zu sagen.

4.

Es sei K ein algebraischer Zahlkorper; es bezeichne o den Ring der ganzen
Zahlen von K. Fiir a € o bezeichne Na die Norm von « und {a) das von o
erzeugte Hauptideal in o. Die obigen Uberlegungen iibertragen sich
weitgehend von Z auf o. So liefert der Beweis von Satz 1 sofort

SAt1z 6. Fiir jedes k>0 gibt es iiberabzihlbarviele F: o — o mit

F(a) = F(B) mod<a—BY* (xeo, feo)
und

NF (o) > 2N

Der Beweisgedanke von [4, Satz 1 und Satz 2] liefert leicht

Satz 7. Es sei 1€ SSN, neS (meS, n|m, n>0), H: S » N, m} H(m)
(l<meS8). Hn)|H(m) (meS, n|lm,n>0), A:N - Z B:N — Z, (m, A(x))=
1(m € S, 0<x < H(m)); ferner sei A(x)=A(y) modm, B(x)=B(y) modm (x>0,
y>0, me S, x=y mod H(m)); durchliuft dann x genau [m,H(m)] aufein-
anderfolgende natiirliche Zahlen (m € S), so nimmt xA(x)+ B(x) jeden Wert
mod m gleichoft (also genau [m, H(m)]/m-mal) an.

Die Funktion x +xA(x)+ B(x) mod m (x>0) hat die Periode [m, H(m)].

Es bezeichne ¢ die Funktion von Euler. Es sei a%0, s=0, t=0, s+t=>1, b;
+F0(15jss+1),¢,20 (1skSt)und F; € W(N, 1) mit F;(N)eN (1<j<Ss+1);
ferner sei L eine Funktion von Z**" in Z, welche beziiglich jeder Variablen die
Bedingung (1.1) mit k=1 erfiillt; (fiir jedes j mit 1 <j<s+t und jede Wahl von
Xi5- -5 Xs4, Und y; sei also

L(Xys ooy Xjo s Xy X1y e oy Xg4y)
= L(Xpse o s Xj- 15V Xja1s- - 5 Xg4) mod (X;—y));

insbesondere kann man jedes L € Z[X,. . ., X,,,] nehmen;)in Satz 7 kann man
dann wihlen A(x)=a,

§={m>0: (mab,...b,)=1n (p(m)q,...q)=1},
m) im Fall t=0
(

[ o(
@(p(m) im Fall s=0

H(m) =
l [o(m),@(@(m))] sonst,
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(5.1) B(x) = L™, pFW pal ™, pal)

Fiir n>0, (c,n)=1 bezeichne G(c; n) die kleinste natiirliche Zahl mit ¢« " =1
mod n; es ist G(c; n)| @(n). Im Fall =0 hétte man oben statt H(m)= ¢(m) auch
H(m)=[G(by; m),...,G(b,; m)] wihlen konnen.

BeispiEL 1 zu SATZ 7. Es sei a=1, B(x)=2%* m=21; fiir x=1, 2, 3, 4, 5, 6 ist 2*
=2,4,8,16, 11, 1 mod 21; ferner ist G(2; 21)=6; in Satz 7 konnen wir daher
H(21)=6 wihlen; fiir 0<x=<42=[21,6] entsteht x+2*=3, 6, 11, 20, 16, 7, 9,
12,17,5,1,13,15,18,2,11,7,19,0, 3, 8,17, 13,4, 6,9, 14, 2, 19, 10, 12, 15, 20, 8,
4, 16, 18, 0, 5, 14, 10, 1 mod 21; also kommt jeder Wert mod 21 genau 2-mal
vor, wie es sein soll. Jetzt sei B(x)=2"2; firx=1,23,4,5, 6 ist 2% =2,16,8, 16,
2, 1 mod 21; fiir 0 < x £42 entsteht X+2sz3, 18,11,20,7,7,9,3,17, 5,13, 13,
15,9,2,11,19,19,0, 15,8, 17,4,4, 6,0, 14, 2, 10, 10, 12, 6, 20, 8, 16, 16, 18, 12, 5,
14,1, 1 mod21; wieder kommt jeder Wert mod 21 genau 2-mal vor. Wegen x>
=x mod6 und x*=x?> mod6 bringt x+2 gegeniiber x+2* und x+2*
gegeniiber x +2*" nichts Neues.

BEeispiEL 2 zu Satz 7. Es sei m=57; durch Probieren findet man G(2; 57)
=18; wir wihlen also H(m)=18; nach Satz 7 hat die Kongruenz x+2*=0
mod 57 fiir 0<x<[57,18]=342 genau 6 Losungen; durch Probieren findet
man x=232, 43, 55, 110, 301, 314. Diese 6 Zahlen bilden allerdings kein
vollstindiges Restsystem mod 6; das hingt damit zusammen, dass es eine
Primzahl gibt, welche in m und in H(m) aufgeht, aber in H(m) mit hSherer
Potenz; wir verfolgen diesen Gedanken nicht weiter. Die Kongruenz x +2*=2
mod 57 hat fiir 0 <x <342 die Losungen 16, 117, 118, 123, 165, 328; diese sind
=4, 3,4, 3, 3,4 mod 6; folglich gibt es keine Primzahl p mit p+2P=2 mod 57.

Aufgrund von Satz 7 sollte man, zahlentheoretisch gesehen, ax als
Hauptterm und B(x) als Storterm der Funkton x — ax + B(x) auffassen; fiir
die Analysis dagegen sind diese Rollen vertauscht. Wir merken noch an, dass
Ausdriicke wie x +4* in den wichtigen Arbeiten von Matijasevi¢ (vgl. etwa [1]
und die dort angegebene Literatur) zu Hilberts zehntem Problem vorkommen,
wo diophantische Gleichungen der Gestalt

AWy, .y = x+4°

untersucht werden.

6.

Es bezeichne P die Menge aller Primzahlen. Die Anwendungen von Satz 7
im Zusammenhang mit oberen Siebabschitzungen entsprechen nahezu



UBER LIPSCHITZ-FOLGEN 175

wortlich denen von [4]. So erhidlt man beispiclsweise - in direkter
Verallgemeinerung von [4, Corollar 1] den folgenden

SaTz 8. Es sei a>0; in der Funktion B aus (5.1) sei (der Bequemlichkeit halber)
t=0. Die Anzahl der x mit 0<x<T und ax+B(x)e P ist dann
0, 8(T(log T)™') (2< T R). Mit der zusitzlichen Bedingung ax + B(x)+2 € P
kommt O, g(T(log T)™?). Mit ~der weiteren Bedingung x € P kommen die
Exponenten —2 und —3 statt —1 und —2 bei log T.

Alle diese Abschitzungen stehen im Einklang mit der hédufigen Erfahrung,
wonach jeder Bedingung »e P« ein Faktor (log T)™! entspricht.

Aus Satz 8 folgt in Analogie zum Zwillingssatz von Brun sofort 3 1/x < 0o,
wobei die Summation iiber alle x>0 mit ax+ B(x) € P und ax+ B(x)+2 € P
zu erstrecken ist.

Die Bedingungen ax+ B(x) € P, ax+ B(x)+2 € P, ax+ B(x)+6 € P fiihren
in Satz 8 auf 0, g(T (log T) ™). Mit » +4« statt » + 6« ist diese Aussage trivial,
da von den Zahlen y,y+2, y+4 genau eine durch 3 teilbar und daher keine
Primzahl ist (y>3).

7.

Satz 7 gestattet es auch, untere Siebabschitzungen heranzuziehen. Wir
verzichten auf die Formulierung der allgemeinen Sitze und beschrinken uns
der Bequemlichkeit halber auf die wohl interessantesten Spezialfille x > x
+2% und x —> x2*+1. Wegen Satz 7 ist [2, Satz 7.4] mit w(d)=1, x=1, a=4,
IRj/<d (in den dortigen Bezeichnungen) direkt anwendbar, und wie in [2, S.
220] folgt

Satz 9. Es gibt ein reelles C;>0 derart, dass es mehr als C,T(logT)™!
natiirliche Zahlen x <T gibt, fiir die x+2 nur Primfaktoren >T'*2 hat (2
< Te R); das gilt auch mit x2*+1 start x+2*.

Verwendet man [2, Satz 7.4] mit w(p)=2 (2<p e P), x=2, a=% (in den

dortigen Bezeichnungen), so folgt unter Zuhilfenahme von [4, § 5] wie in [2, S.
220] sofort

Satz 10. Es gibt ein reelles C,>0 derart, dass es mehr als C,T(log T)™ 2
natiirliche Zahlen x <T gibt, fiir die sowohl x+2* als auch x+2*+2 nur
Primfaktoren > T8 hat (2 < T € R); das gilt auch mit x2*+ 1 und x2* +3 statt
X+2% und x+2"+2.

Ganz dhnlich findet man
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Satz 11. Es gibt ein reelles Cy>0 derart, dass es mehr als C,T(log T) 2
natiirliche Zahlen x < T gibt, fiir die sowohl x als auch x +2* nur Primfaktoren
> T8 hat 2<Te R); das gilt auch mit x2*+1 statt x +2*.

Ein x aus Satz 11 hat danh hochstens 8 Primfaktoren, wobei mehrfache
Primfaktoren auch mehrfach gezihlt werden.
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