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SUR L’HOMOTOPIE DES ESPACES DE CATEGORIE 2

YVES FELIX!, STEPHEN HALPERIN? et JEAN-CLAUDE THOMAS?

1. Introduction.

Par espace topologique S, nous entendrons toujours un espace topologique
1-connexe ayant le type d’homotopie d’un c.w. complexe dont ’homologie
rationnelle est de dimension finie en chaque degré. Il en résulte que 7, (S)®Q
est aussi de dimension finie en chaque degré. Le produit de Whitehead dans
7,(S)®Q, transféré a 7, (2S)®Q par 'isomorphisme canonique, induit sur ce
dernier une structure d’algébre de Lie graduée que I'on appelle l'algebre de Lie
d’homotopie rationnelle de S.

Rappelons que la catégorie de S (au sens de Lusternik-Schnirelmann), notée
cat (S), est le plus petit entier m tel que S soit recouvert par m+1 ouverts
contractiles dans S. La catégorie du localisé¢ Sq est notée cat, (S) et appelée
catégorie rationelle de S; elle est toujours majorée par cat (S).

L'utilité de cat, apparait dans le théoréme suivant:

THEOREME. [6]. Si cat, (S) <20, alors ou dimn (S)®Q <20 ou les entiers
2 <pdimn (S)®Q croissent de fagon exponentielle.

Ce qui précede donne un renseignement quantitatif sur 7, (2S)® Q. Quant 4
la structure d’algébre de Lie, elle est contenue dans la conjecture suivante:

Consecture. (Avramov-Félix). Si cat, (S)<oo et dimn,(S)®Q =00, alors
I'algébre de Lie 7, (2S)®Q contient une algebre de Lie graduée libre a deux
geénérateurs.

Cette conjecture a été démontrée par Avramov pour les espaces formels dont
'algébre de cohomologie est concentrée en degrés pairs et engendrée par au
plus trois générateurs ([2]).
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Il résulte de [17] que cat, (S)=1 si et seulement si S a le type d’homotopie
rationnel d’un bouquet de sphéres; dans ce cas ([12]) 7,(2S)®Q est elle-
méme libre.

Dans cet article, nous considérons des espaces de catégorie rationnelle 2.
Cette catégorie d'espaces contient en outre les cofibres d’applications entre
deux bouquets de sphéres. Une conjecture (non résolue) de Lemaire [13] veut

que tout espace de catégorie rationnelle 2 ait le type d’homotopie rationnelle
d’un tel espace. Un exemple typique est I'espace:

S=(@S;vsh yJ € Uy €.
(a.la.b]]  [b.[a.b]]

Pour énoncer notre résultat principal, rappelons qu’un espace est dit
coformel si son modéle minimal dans le sens de Sullivan est isomorphe a
l'algeébre différentielle graduée commutative (a.d.g.c) des cochaines sur
I'algeébre de Lie n, (2S)®Q — voir paragraphe 2 pour plus de détails; ainsi,
I'exemple ci-dessus n’est pas coformel. Nous pouvons énoncer:

THEOREME 1.'Si S nest pas coformel et si
caty(S) £ 2 et dimn, (SY®Q =

alors Talgébre de Lie n,(QS)®Q contient une sous-algébre libre a deux
geénérateurs.

THEOREME 2. Si caty (S)<2 et si dimn,(S)® Q= 0, alors la dimension du
centre Z de lalgébre de Lie n,(28)®Q est au plus 1.

Si, de plus, 0% o € Z alors a est de degré pair et il existe un p tel que la sous-
algébre Y, (2SY®Q est libre.

q2p Ty

THEOREME 3. Sicaty (S)=2, dim 7, (S)®Q = et si H*(S; Q) est une algébre
a dualité de Poincaré alors n(QS)®Q contient une sous-algébre libre a deux
générateurs.

2. Modéles minimaux.

A tout espace S, on peut associer son modéle minimal de Sullivan (AX,d);
cest une a.d.g.c. (sur Q) satisfaisant aux conditions (2.1) a (2.3) suivantes:

2D X==X,,XPetdiaXP<0.
(2.2) AX =algébre extérieure sur X il“'“"‘“’@algc‘:bre symétrique sur X pair

(2.3)  d est homogeéne de degré+1 et Imdc= (AX)*.(AX)*.
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Une base homogene (x));. y, de X s'appelle une K.S. (Koszul-Sullivan) base
si dx; € A(xy,....,x;_¢). Si (2.1) a (2.3) sont satisfaites, alors toute base
homogene vérifiant |x;| = |x;_,| est une K.S. base [si a est un élément homogéne
d’un espace vectoriel gradué E on notera son degré par |a|].

Le modele minimal est déterminé (a isomorphisme d’a.d.g.c. pres) par S
([16], [10]). Dans un tel modéle, nous noterons (AX)? le sous-espace des
¢léments de degré p. Une seconde graduation, notée AX =3 ., A7 X, est aussi
définie: 47X est le sous-espace engendré par les €éléments x;4 ... x,, x; € X.
Les éléments dans 422X sont appelés décomposables.

Ecrivons AX = @pz047X, la différentielle d s’écrit de fagon unique sous la
forme d=d,+dy+ ... avec d, une dérivation vérifiant Imd,cA'X. De la
relation d*=0, on tire d3=0. Posons alors L,=Hom (X?*',Q). L est une
algébre de Lie graduée par la formule

Jo. Bl x> = +doxia, ) afel xeX.

Cette algébre de Lie sera notée n,(AX.d) et appelée lalgébre de Lie
d’homotopie rationnelle de (AX,d). ([1], [4].)

L association (4X,d) - n,(AX,d) est fonctorielle. En effet, si f: (AX,d)

> (AY,d) est un morphisme d’a.d.g.c., notons f;: X — Y I'application linéaire
définie par la condition fx—fix € AZ2Y. Sa transposée, notée f,: n,(AY,d)
> m,(A4X,d) est un homomorphisme d’algébres de Lie.

Sous les mémes notations, une a.d.g.c. (4X,d) est dite coformelle si (AX,d)
=(4X.,d,).

La catégorie rationnelle se définit facilement dans ce contexte. En effet, les
idéaux A~ ™X étant stables par d, on tire de la théorie de Sullivan ([16], [10])
I'existence d’un espace vectoriel gradué Y, d’une différentielle D sur AX® AY
prolongeant d, et d’un quasi-isomorphisme »x rendant commutatif le
diagramme

(AX.d) — (AX ®AY, D)

\ |

AX/A7"X,T)

La catégorie rationnelle de (A4 X, d) est alors ([5]) le plus petit entier m tel que i
admette une rétraction.

Si, maintenant, (AX,d) est le modéle minimal d’un espace S, alors on a les
isomorphismes standards ([16], [3])

H*(AX,d) = H*(S: Q) et X* = Homy(n,(S): Q).
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Le premier est multiplicatif; le deuxiéme, interprété comme isomorphisme
T, (AX,d) =1, (25)®Q, est un isomorphisme d’algébres de Lie [1]. Il résulte
enfin de [5, Théoréme 4.7] que cat, (S)=cat, (41X, d).

3. Démonstration du Théoréeme 1.

D’aprés le paragraphe 2, le Théoréme 1 se déduit du Théoréme 3.1 suivant.

3.1. THEOREME. Soit (AX,d) une a.d.g.c. satisfaisant a (2.1)-(2.3), telle que
dim X =0 et caty (AX,d) 2. Si (AX,d) nest pas coformel, il existe alors, dans
n,(AX,d), une sous-algébre libre a deux générateurs.

DEMONSTRATION.  Soit  (AX,d) un modéle minimal satisfaisant aux
hypothéses du théoréme. On notera (AX ® AY,d) le modéle de (A1X/A23X,d);
Il y a donc une rétraction de AX®AY » AX.

Nous appellerons modéle quotient de (AX,d) une a.d.g.c. (4X’,d") avec une
surjection (AX,d) » (AX',d); un tel modele est d’aprés [S, Théoréme 5.1] de
catégorie <2. De plus, n, (A4X',d") étant une sous-algébre de n, (A4X,d), il
suffira de démontrer que n,(AX',d") contient la sous-algébre libre désirée.

La premiére étape de la démonstration consiste, par des passages successifs a
des modéles quotients, a réduire le probléme & un probléme quotient vérifiant
les hypothéses (plus fortes que celles du Théoreme 3.1) de I'une des trois
Propositions 3.6, 3.7, 3.8 ci-dessous. Compte tenu de ces propositions, le
théoréme sera donc démontré.

Dans un premier temps, nous montrons I'existence d’une KS base (x;) (quitte
a remplacer X par un autre espace de générateurs) telle que

|x)=1Ix;_,l, i=1, et pour un certain k:
[ dx; € A*(xp,...,x;_,) i<k
(3.2) 3 , .
l dx, € A*(x,,...,x,_,) représente une classe de coho-
mologie non nulle dans H*(A(x,,...,x;_,)).

En effet, soit (v;) une K.S. base de A X telle que |y;| =|y;_|. Supposons avoir
choisi x,,....x, € AX tels que (X,....Xp Vps1sVps2.---) SOIt aussi une K.S.
base vérifiant dx; € A%(x,,....X;_ ), i<p.

Ecrivons

dy,sy = b, o eA(x,....x,).

iz

(%)

Il résulte de notre hypothése sur les dx; que d®; =0, i 2 2. Puisque cat, (41X, d)
S2,0naY;,;®;=dw;écrivons w=Ay, . +¥ou¥eAxy. . . XpYVprae )
Si A=0 posons X, =y,+ —w, et notons que dx,,; € A*(xy,...,X,).
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Si, par contre, A#%0, posons z,.;=y,.;+(1/H¥; alors
(X1se o 2 XpZps1sVpe2s- - ) €St une K.S. base et dz,,, € AZ%(x,,...,x,). Si
dz,, =da, a dans A(x,,...,x,), nous posons Xp+1=2Zp41—a et alors dx, .,
=0e A*(xy,...,x,).

Supposons enfin que dz, . ; n’est pas un cobord dans A(x,,. . .,x,). Ecrivons

dzpoy = 3 Q, Qe A(xy,...,x,).
iz3
Puisque cat, (41X,d) =<2, Q,=dw,, avec w; décomposable si i = 4. (Ceci découle
du résultat principal de [9], comme nous I'avons remarqué dans [7].)

Pour raisons de degré w; € A(x,,...,x,) si i=z4. Posons donc x,, =2,
—2izawp;dx, € A3(xy,. . ., x,) et représente une classe de cohomologie non
nulle dans H(A(x,. . .,x,)).

Si le dernier cas ne se produit pas, par le processus précédent, nous
construisons une K.S. base (x;) avec dx; € A*(x,,...,x;_,) pour tout i. Ceci
contredirait la non conformalité de (A4X,d). Le dernier cas doit donc arriver
pour un i, ce qui établit (3.2).

Soit maintenant (x;) une K.S. base satisfaisant a (3.2). Quitte a passer a un
modéle quotient en écrasant les premiers | générateurs (pour un certain [/ <k),
nous pouvons supposer que dx,=x;w+da, a € AZ*X. Remplagant x, par
X, —a, nous pouvons ainsi supposer que (3.2) et

(3.3) dx, = x;0, e A*X,

sont satisfaites simultanément. Quitte a passer a un deuxiéme modele quotient
en écrasant certains cocycles générateurs de degré |x,|. nous pouvons aussi
supposer que tout cocycle de degré |x,| est décomposable.

Si maintenant |x,| est impair, les hypothéses de la Proposition (3.6) sont
satisfaites. Si |x,|=p est pair et il existe 0+ du € A?XP, les hypothéses de (3.7)
sont satisfaites.

Supposons, alors, que |x,| = p est pair et que aucun élément de A>X? n’est un
cobord. Puisque cat, (A4X,d) <2, quitte & écraser encore des générateurs, on
peut se ramener au case ou

(3.4) XP = (x;), X°*7'=(x), dx;=x],
et
(3.5) Xol <xsl = ... Sl = ...

Comme H(A(x,,x,;))=Ax,/x}, nous pouvons supposer (quitte a remplacer
X 237 par un autre espace de générateurs) que I'idéal engendré par X =37 est
stable par d. Le premier des x; (i>2) est donc un cocycle que I'on peut écraser;
le suivant devient alors un cocycle et ainsi de suite. En utilisant cet argument,
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nous pouvons supposer que I’hypothese (ii) de (3.8) est satisfaite. En écrasant
certains cocycles générateurs dans ce dernier modéle quotient, nous pouvons

aussi supposer satisfaites les hypothéses (iii) et (iv) de (3.8) et alors appliquer
cette proposition.

3.6. ProposiTION. Supposons que (AX,d) satisfaisant aux hypothéses du
Théoréme (3.1), admet une K.S. base (x,, x,,. . .) avec |x,| impair, et tel que pour
un certain k

(i) dx; e A*X, j<k.

(i) dx,=x,wp, Wy € A*(X1,. .., Xe_y).
(iii) Tout cocycle de degré |x,| est décomposable.
(V) IxjlZ1x,| si j=k.

Alors, lalgébre de Lie n,(AX,d) contient une sous-algébre de Lie libre a deux
générateurs.

DEMONSTRATION. De (ii) on déduit x,dwy,=0, d’ou dw,=x,w,. De cette
maniére, on obtient une suite wy, w,. . ., avec dw; = x,w;, . Evidemment |w, , ,|
<lwj]<...<|wgl<|x,] et daprées (i) et (iv), on peut supposer
w; € A*(X,,...,%,_;). De plus, pour un certain n, dw,=0.

Parmi tous les x; =x, + ®, avec ¢ décomposable de degré |x,|, considérons
ceux qui satisfont a dx;=x,w), wpe A*X. Un tel xj définit une suite
W, . . ., W, avec dw,=x,w}, ;, dw,=0 et w; € A*X. Choisissons x; et les w] afin
de minimiser m. D’aprés (iii), nécessairement m est positif ou nul.

Soit A I'algébre graduée engendrée par u,v avec, comme relations, u*=uv
=v2=0, [|ul=|x,], |v|=|w,|]. Soit (4Z,d) le modele minimal de (A4,0); on
identifie u et v a des générateurs dans Z. En posant u — x,, v = w,, nous
définissons un morphisme (4,0) > (AX/A23X,d)" qui se reléve en un
morphisme (AZ,d) » (AX®AY,d) tel que u — x;, v — w,. En composant
par la rétraction sur AX, nous obtenons un morphisme @ (AZ, d) > (4X,d)
tel que pu=x, et Pv=w),,

Dans Z, il existe des éléments v, =v,0,,_1,...,0_ tels que dv,=uv;, .
Posons @v; la composante de ¢v; dans 42X et @; = w;— @v;, i 20. Evidlemment
@, =0, et dd;=x,;®;,,, i=0. Si, de plus, pv_, était décomposable, nous
aurions d(x, —@v_,)=0, ce qui contredirait 'hypothése de minimalité sur m.

Par suite, ¢, 1, (4X,d) — n,(AZ,d) est non nulle en degré |x,| —1; elle est
aussi non nulle en degré |x,|—1. Comme 7,(AZ,d) est une algebre de Lie
graduée libre, la sous-algébre Im ¢, est libre, et nous venons de voir qu’elle a au
moins deux générateurs. Finalement, puisque Im @, est libre, la surjection
n,.(AX,d) — Im g, est scindée.
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3.7. ProrposiTiON. Supposons que (AX,d), satisfaisant aux hypothéses du
Théoréme (3.1), admet une K.S. base (x,, x,,. . .) avec p=|x,| pair, et tel que pour
un certain k

(i) dx; e A*X, j<k.

(i) dx,=x,0, 0 € AX(xy,. .., % _4).
(iti) Tout cocycle de degré |x,| est décomposable.
(i) Il <Pxl<. .

Supposons en outre qu’il existe u dans X??~! avec O+du e A2XP. Alors,
Palgebre de Lie m,.(AX,d) contient une sous-algébre de Lie libre a deux
générateurs.

DEMONSTRATION.

Cas (1): |w|=2p: Posons H=AXP/(AZ3*X?P@®du), et soit (1Z,d’) le modéle
bigradué de H ([11]). Identifions Z,= X” et notons que Z*?~'=Z%r"1=(z)
avec d'z=du. De plus Z', =0, i<2?—1. Un petit calcul montre que
’homomorphisme a: AZ — AX/A%3X défini par

a(x) = x, x€Zg; afz) =u; a(w)=0si|w = 2p

commute aux différentielles.

Soit alors ¢: (AZ,d) —» (AX,d) le composé d’un relévement de o, &: AZ
— AX®AY, et de la rétraction AX®AY — AX. On peut supposer que @x
=x, x € Z, et que pz=u. Il résulte de (iv) que w € A?XP?, et de (iii) que x,w
n'est pas dans lidéal engendré par du. Il existe donc v dans Z}?~' avec
dv=x,0.

Evidemment, x,— v est un cocycle; d’ou, d’aprés (iii), @v n’est pas
décomposable. Il en résulte que Im ¢, est non nul en degrés 2p—1 et 3p—1 et
nous pourrons conclure en utilisant 'argument qui termine la démonstration
de la Proposition 3.6, dans la mesure ou nous montrons que 75 ,,_,(A4Z,d) est
libre.

Pour ceci, il suffit de voir que le modéle (AZ ,,,d), quotient de (AZ, d'), est le
modéle d’une algebre dont la multiplication et la différentielle sont triviales. Or
(AZ,,d) est le modéle de (H® AsX?, D) ou D=0 dans H et Dsx=x. ((sX?)
xXxXr 1)

Etendons la projection AX?/du — H en un morphisme

1t (AX/du® AsX?,D) > (H® AsX?,D) .

Ces deux a.d.g.c.’s sont munies d’une deuxiéme graduation notée Deg et définie
par Degx=1, Degsx=0 (x € X?); pour ces graduations n et D sont
homogeénes de Degrés O et 1.

De plus # est un isomorphisme en Degrés 0, 1, 2, et donc n* en cohomologie
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est un isomorphisme en Degrés 0 et 1. D’autre part, un petit calcul montre que
si on pose Du=du et Degu=1, les a.d.g.c. suivantes sont quasi-isomorphes

(AX?/du® AsX?, D) ~ (AXPQAsX?® Au,D) = (Au,0).

Il en résulte que la cohomologie de (H ® AsX?, D) est réduite aux scalaires en
Degré 0, et de dimension 1 en Degré 1; de plus, cette derniére classe est de
degré 2p—1. Soit @ un cocycle représentant cette classe de Degre 1 et degré
2p—1.

L’algebre H® AsX? étant nulle en Degré >3, il existe des cocycles ¥, de
Degré 2 tels que 1, @, ¥, représentent une base de H(H ® AsX?) comme espace
vectoriel. Comme deg @ est impair, #>=0 et pour raisons de Degré &. ¥,
=Y ¥, =0. Par suite, les éléments 1, &, ¥, constituent une base comme espace
vectoriel, d’une sous-algébre 4 de H®AsX? a multiplication triviale.
L’inclusion (A4,0) - (H® AsX? D) étant par construction un quasi-
isomorphisme, (AZ,,d’) est un modele de (4,0).

Cas (2): |w| > 2p. Soit encore H=AX/(A%*X @du) et posons H' = H @ (w) ot
{w| =|w| et w?=w.H =0. Le modéle bigradué [11] de H’ est, alors, de la forme

@Ld)ol 1~ xr@w, Ti'= (@ dz=du.

Les autres générateurs sont de degré >2p. Envoyons (AT,d") — (AX/AZ3X,d)

en envoyant x — x (x € XP), w — o, z — u et les autres générateurs sur zéro.
Comme dans le Cas (1), nous en déduisons un morphisme ¢: (AT,d)

— (AX,d), et cette fois on peut supposer px=x (x € X?), pw=w, @z=u et Qv

indécomposable pour un certain v € T*!*?~!. De la méme fagon que dans (1),

il suffit maintenant de montrer que le modéle quotient (AW® AT ,,d’) est le

modéle d’'une algébre dont la multiplication et la différentielle sont triviales.
Avec les notations du Cas (1), on vérifie facilement:

(Aw®AT5,,d) = (H' ® AsX?,D)
= (H®AsX?,D)® (w® AsX?,0)
= (A® (w®4sX"),0)
ce qui termine la démonstration de (3.7).
3.8. ProposITION. Supposons que (AX,d), satisfaisant aux hypothéses du
Théoréme (3.1), admet une K.S. base xy,x,,. .. telle que p=|x,| est pair et

(i) dx,=x3.

(il) dx3=0, g=|x;| est impair et q>|x,|.
(iii) Tout cocycle de degré r € [q+1,3p+q] est décomposable.
(i) Ixsl <lxgl <Ixil, i25.
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Alors, lalgébre de Lie, n (AX,d), contient une sous-algébre de Lie libre a deux
générateurs.

DeMONSTRATION. Une base de H(A(x,Xx,,x3),d) est représentée par les
cocycles 1,x,,x%, x5, x,x3,x2x;. Notons que x2x; est un cobord dans AX
puisque cat, (AX,d)<2. Par suite, les hypothéses (iii) et (iv) permettent de
supposer que ou dx, =Xx,X; ou dx, = Xx3x;.

Cas (1): dx,=x,x,. Considérons le cocycle x(x,—x,x;. Dans le modéle
quotient AX/(x3), il se projette en un cocycle cubique et donc un cobord. Il en
résulte I'existence de a,b dans AX, avec

X3x4—X,x3—da = bx; .

Pour des raisons de degré b=Ax, et x7x, — (1 + A)x,x; est alors un cocycle,
d’ou A=0. En changeant, si besoin, les x; (i=5), nous pouvons supposer que

— 42
dxs = X{X4—X,X3 .

De plus, 1, x,,x3, x5, x3x, — x,Xx5 représentent une base de la cohomologie de
A(xy, X3, X3,%,) en degrés <3p+q—1 et il résulte de (iii) que |x;| >|xs|, i=6.

Soit maintenant (AU, d) le modéle quotient de (AX,d) obtenu en écrasant
x3. Puisque éx,=0, x3x, n’est pas un cobord dans (A4(x,, x,, x,), ), et puisque
|x;]>|xs| sii=6 il en résulte que pour tout ¢ décomposable dans AU, §(xs+ P)
+0. Par suite, tout cocycle de (AU)™s! est décomposable.

De plus, I'algeébre de Lie de TAU, J) étant ‘une sous-algebre de 7, (4X,d), il
suffit de démontrer que n, (AU, d) contient une algebre de Lie libre a deux
générateurs.

Considérons l'algébre H = A(r,s)/AZ3(r,s) ou |r| = |5c1| et |s|=1x,l, et (A4Z,d)
son modéle bigradué. Nous identifions r,s a une base de Z,. Z, contient des
éléments w,, ws tels que d'w, =x> et d'ws=r%s.

Finalement, la correspondance r — x,, s — x, définit un homomorphisme
(H,0) > (AU/AZ23U,8) qui se reléve en un homomorphisme (AZ,d')
— (AU/AZ%3U, §). En composant ce dernier avec la rétraction sur (AU, 8), nous
aboutissons a un morphisme ¢: (AZ,d) — (AU,d) qui peut étre supposé
satisfaisant a: or=x, et @s=x,. Il en résulte que pw, —x, et pws — x5 sont des
cocycles.

Compte tenu du fait que (AU)*2' = (x,), et que tout cocycle dans (AU)™s! est
décomposable, nous concluons que @w,=x, et @ws=xs+® avec ¢
décomposable. }

Un argument analogue a celui de la Proposition (3.7) (voir aussi [14] pour
une autre démonstration) montre que n,(AZ;,,d’) est libre, et on conclut
comme dans (3.6).
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Cas (2): dx, =x3x;: Soit A l'algébre de base 1,u,v avec u> =uv=0v*=0 et |u]
=|x3], |v|=|x3], et soit (4Z,d') le modéle minimal de (4,0). Dans Z, il y a les
éléments u,v,w avec dw=uv. La correspondance u+—s x3, v+ x, définit un
morphisme (4,0) — (AX/A%23X,d). Ce dernier permet de définir, comme dans
le cas précédent, un morphisme ¢: (AZ,d') — (AX,d) tel que pu=x? et v
=X3.

Evidemment ¢(w)—x, est un cocycle, donc décomposable d’aprés (iii).
Comme n,(AZ,d) est libre, on conclut de la méme fagon que dans la
Proposition (3.6).

4. Démonstration du Théoreme 2.

D’apres le paragraphe 2, le Théoréme 2 est une conséquence de:

4.1. THEOREME. Soit (AX,d) satisfaisant a (2.1)-(2.3) et telle que dim X = 00 et
caty (AX,d) <2, alors le centre, Z, de l'algébre de Lie n,(AX,d) est de dimension
< 1. En outre, si 0%a € Z, alors dega est pair et il existe un p tel que la sous-
algébre m (AX,d) est libre.

DEMONSTRATION. Si Z =0, il n'y a rien a démontrer. Sinon fixons ¢q et « tels
que Z;=0, i<g—1, et 0+a e Z,_,. Quitte a passer 4 un modele quotient
satisfaisant aussi les hypothéses du Théoréme (4.1), on peut supposer que
Xi=0, i<q et que dim X?=1; choisissons x € X? tel que {x,a)=1.

Supposons d’abord q pair [nous en tirerons une absurdité]. En effet, quitte a
passer a4 un modéle quotient, nous pouvons supposer X'=0, g<i<2g—1 et
X247 ne contenant pas de cocycles. Si X297 +0, il est de dimension 1 et de
base y avec dy=x?. Notons 8 'élément dual; alors =[a, o] ce qui contredit
I’hypothese o € Z.

Nécessairement, X297 ! =0. Quitte & passer & un modéle quotient on peut
alors supposer X'=0, g<i<3gq—1, et X*~! ne contenant pas de cocycles.
Puisque cat, (AX,d)<2, x* est un cobord. Par suite, dim X3¢~ '=1 et X3¢~!
= (y) avec dy=x>. »

Le générateur de plus bas degré =3q peut alors étre choisi fermé. En
I’écrasant ainsi que son successeur, ainsi de suite, on aboutit & un générateur
fermé z de degré impair r>3q tel que tout générateur autre que x, y, z soit de
degré >r. Le raisonnement de la Proposition 3.8 montre alors, que, quitte a
passer une fois de plus & un modéle quotient, on peut supposer

AX = A(x,y,z,W)Q@A(X ™),

ol dw=xz ou x?z. Puisque a € Z, la seule possibilité est dw=x?z.
Remarquons alors que le cocycle wx — yz n’est pas un cobord, puisque o € Z.
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Désignons la projection AX — AX/AZ3X par p; alors la classe p*[wx — yz]
=[pw][px]—[pyllpz] est décomposable car pw et py sont des cocycles dans
AX/AZ3X. Par contre, [wx — yz] n’étant pas décomposable dans H(AX), il ne
peut exister de rétraction du modéle de (AX/A23X,d) sur (AX,d). Ceci
contredit ’hypothése cat, (4X,d)<2: c’est 'absurdité cherchée qui démontre
que ¢ est impair.

Supposons désormais |x|=2p+1. De la méme fagon que ci-dessus, nous
pouvons supposer X =0, i<2p+1, X?P*! = (x), et {x,a)>=1. Notons (AT,d),
le modéle quotient de (A4X,d), obtenu en écrasant x. Nous pouvons écrire AX
=AxRAT et dd=dP+xR0P, & € AT, ou 0 est une dérivation de AT
commutant a d. Dire que a € Z revient a dire que:

4.2) 0(T) « AZ2T,

Montrons maintenant que tout d-cocycle décomposable est un d-cobord
(dans AT); il en résultera immédiatement que n,(A7,d) est une algébre de Lie
libre et le théoréme sera démontré.

Raisonnons par I'absurde. Supposons I'existence d’un d-cocycle @ qui ne soit
pas un d-cobord.

Puisque d® =0, d(x®) = — xx0® =0. Le cocycle x® appartenant 4 423X est
un cobord; par suite, il existe a,b € AT tels que

x® = x(db+0a)+da .

Nécessairement, da=0 et & =db+ 0a.

Comme cat, (AT, d)<2 et comme @ n’est pas un d-cobord, nécessairement
fa ¢ A23T. Compte tenu de (4.2), a n’est pas décomposable; nous pouvons
donc supposer a € T. De plus, pour tout ¥ € A22T

4.3) da+¥) = 0.

On déduit maintenant, facilement, que le d-cocycle xa réprésente une classe
de cohomologie dans H(AX,d) qui n’est pas dans lidéal (H*(AX))* Par
contre, Phypothése 0a € AZ2T montre que da=x fa € AZ3X.

Sip: AX — AX/A23X désigne la projection canonique, nous concluons que
pa est un cocycle et donc que p*[xa]=[px][pal € (H* (AX/AZ3X))*. Ceci
contredit I'existence d’une rétraction H(AX/A%23X) — H(AX); c’est I'absurdité
voulue.

5. Démonstration du Théeoréme 3.
D’aprés le paragraphe 2, le Théoréme 3 est une conséquence de
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5.1. THEOREME. Soit (AX, d) satisfaisant a (2.1)(2.3) et telle que dim X = 00 et
caty (AX,d)=2. Supposons en outre que H(AX,d) satisfait a la dualité de
Poincaré, alors n,(AX,d) contient une algébre de Lie libre a deux générateurs.

DEMONSTRATION. D’apres le Théoréme 1, nous pouvons supposer que (AX, d)
est coformelle. D’aprés [13] (4X,d) admet un modéle minimal au sens de
Quillen (L(V,@®V,),0) avec dV,=0 et dV, = L(V,).

Puisque H*(AX,d) (=Hom (V,® V,,Q)) satisfait a la dualité de Poincaré,
nécessairement dim ¥V, = 1. Alors d’aprés [13] si V, = (v) et dv € L*(V,), alors
(AX,d) est formelle ([11]).

Remarquons que, (AX,d) étant coformelle, H(AX,d) admet une seconde
graduation:

H(AX,d) = Hy(AX,d)@®H (AX,d)® H,(AX,d).
Comme dim X = + 20, nécessairement dim V, = 3.

Cas (1): H, contient un élément x de degré pair. Par dualité¢, H, contient
alors deux éléments linéairement indépendants o et f avec xa =xf=0. Notons
(AZ, d) %> (H,0) le modéle minimal de (H,0). Z contient un générateur fermé
zo avec p(zy)=x.

Ecraser z, dans (A4Z,d) conduit a une a.d.g.c. (41Z/(z,),d), quasi-isomorphe a

(AZ® Az,, D) ~ (H® AX, D)

ou Dz,=z, et Dx=x. Cependant, dans (H® Ax, D) xa et X sont 2 cocycles
indécomposables en cohomologie et tels que (Xa)* = (xf)* = (xa)(xB) =0.

Notons (AU, D) le modéle minimal de l'a.d.g.c. (A(u,v)/(u? v? uv),0). Le
morphisme f: (A(u,v),0) > (H® Ax, D) défini par f(u)=Xu et f(v)=Xp passe
au quotient et fournit un morphisme au niveau modeles minimaux (AY, D)
— (AZ/(z,),d). La thése en résulte immédiatement.

Cas (2): H, ne contient aucun élément de degré pair.
Soit alors x un élément de H,. Il existe nécessairement y avec xy =0. Comme
doffice, x2=y*=0, le théoréme est démontreé.
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