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UN EXEMPLE D’ALGEBRE DE BANACH
COMMUTATIVE RADICALE A UNITE
APPROCHEE BORNEE SANS MULTIPLICATEUR
NON TRIVIAL

KONIN KOUA

1. Introduction.

Soit A une algébre de Banach commutative telle que fA + {0} pour tout fnon
nul de A. Un multiplicateur de A est une application T de A dans A4 telle que
(Tf)g =1 (Tg), (f,g € A). On notera M (A4) I'ensemble de tous les multiplicateurs
de A. On déduit facilement du théoréme du graphe fermé que tous les éléments
de M(A) sont des applications linéaires continues [11] (voir également [8]).

On sait ([11, Théoréme 3.1]) que si A est semi-simple, si X est I'espace de ses
idéaux maximaux et si Te M(A) alors il existe une fonction continue g sur X
telle que (Tf)(x)=g(x)f(x) pour tout f€ A et tout x € X. De plus

suplg(x)|=lglle = ITIl -
xeX

Dans le cas semi simple la fonction g est donc un multiplicateur de A au sens
d’Helgason [4].

On connait des exemples d’algébres de Banach commutatives semisimples 4
telles que M(A) soit réduit & A @ Ce. Le classique espace J introduit par R. C.
James dans [6] et [7] qui est de codimension 1 dans son bidual muni de la
structure d’algebre définie dans [1] et lalgébre BV, des suites 4 variation
bornée convergeant vers 0, munie du produit coordonnée par coordonnée en
sont deux exemples concrets (le second exemple et dii 4 S. Grabiner, voir [10,
p- 90]).

On se propose ici de construire une algébre de Banach commutative radicale
a unité approchée bornée (u.a.b.) A telle M(A) soit réduit & A@Ce. Cette
algébre est un quotient de I'algébre .4 4 des fonction holomorphes pour |z| <1,
nulles en z=1 et dont la série des coefficients de Taylor est absolument
convergente. Ceci résoud un probléme posé par A. M. Sinclair dans son récent
Lectures Notes sur les semi-groupes [10, p. 89].

Regu le 24. mai, 1983; revisé le 13. octobre, 1983.



UN EXAMPLE D’ALGEBRE DE BANACH COMMUTATIVE RADICALE ... 1

Ce travail est une partie de ma thése de 3*™ cycle. Je remercie mon direc-
teur de recherche J. Esterle pour toutes les discussions fructueuses que jai eues
avec lui.

2. L’algébre de Banach .#, ,.

Soit o7(D) lalgébre du disque unité, c’est-a-dire I'algébre des fonctions
holomorphes dans le disque unité ouvert qui peuvent &tre prolongées par
continuité au disque unité fermé. Posons

A= {fe SO 1) = T 4 Tlal< +oo}.

A muni de la norme || || =X, la,| est une algébre de Banach. On considére
I'idéal fermé de A noté #,,={fec A4 | f(1)=0}. On a alors les résultats
suivants:

LeEMME 1. .#,, posséde une unité approchée bornée.

Preuve. Considérons la suite (e,),>, des fonctions définies pour tout z € D
par

z—1
a@ = T

Alors e, est un élément de .# , pour tout n>1. En effet ¢,(1)=0 pour tout n.
Par ailleurs

1

n
1———
(n+1)< n+12

ez = 1-

= Z a, pz°,
) p20
ol a,,=n/(n+1) et a, ,= —n?/((n+1)*") pour tout p21
n
-2 <2,
‘go 1@, 2n+1 =<

On a donce, € .#, 4 pour tout n 1. Soit maintenant la fonction B définie pour

ze€ D par B(z)=z—1.
Alors

B0
e,(2) = B@—1n

ce qui implique que B(2)e,(z)— B(z)=e,(z)/n. Donc
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Bey—Bl = —— 4L " ",

" T4l (41?2 (n+1? T (1
B 1+ 1 1 _ 2
T+l (n+1)? Ln T+l

T n+1

et |fe,— Bl = 0 quand n —» + 0.

Soit alors « I'application z — z. Pour montrer que la suite (e,),>, est une
u.a.b. de #, ,, il suffit de montrer que les polynomes en a — 1 sont denses dans
ﬂlA. . :

Si ge #, avec g(z)=3%,;>0a2' alors g=Y,,,a0 cette séric étant
absolument convergente dans A. De

g=Yad e gl)= Y a=0

iz0 iz0

on déduit que pour tout ¢>0 il existe i, € N tel que pour p=i,

P
“g— Y. ad| < ¢2
i=0
et
14
Z a; é 8/2 .
i=0

Donc pour tout £>0, il existe i, € N tel que pour p=i, on a

P
g2 ad-1)| S ¢
i=0
c’est-a-dire
p .
llg-— Y a,(a'—l)l <e
i=1

Mais
“-1= 3 A B
k=1

ou B est la fonction z — z—1 et

ii—-1...(+1-k

Mei = k!

Par suite
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Ainsi pour tout ¢>0, il existe iy € N tel que pour p=i, on a:

g‘i i ah B

i=1 k=1

L4 .
g- % 4@ -1

<e.

P i
g— Z Z ailk,iﬁk
i=1 k=1

Ce qui assure que les polynomes en a—1 sont denses dans .4 ,.
Donc

lge,—gll === 0

pour tout élément g de .#, , puisque ||fe,— B|| — 0 quand n — oc. Ceci achéve
la preuve du lemme.

PROPOSITION 2. L’ensemble des multiplicateurs de # 1 4 noté M (M 14) se reduit

a Mia=M,,®Ce.

PrReuvE. Pour g e #,, et A€ C fixés, I'application f— (g+Ae)f de A 4
dans .#, est évidemment un multiplicateur de .#,.

Réciproquement, soit T € M (4 ,) et soit z € D. Sif; et f, sont deux éléments
de #, tels que f(2)+0 et f,(z)+0, alors on a:

(THE) _ (THE)
f1(2) £

car T est un multiplicateur.
Pour chaque z € D, choisissons f € .# 4 tel que f(z)+0 et posons

_ (Mm@

[
0 ainsi définie ne dépend pas du choix de f. En particulier, si on considére
Iélément g de .#,, défini pour tout z € D par g(z)=1—z. Alors 0="Tg/g

est définie et continue sur D—{1} et analytique a l'intérieur de D.
Soit alors 0(z)=Y,,z0 bwz™ son développement en série de Taylor. Pour

n e N soit

0(2)

T(en)(z) = ;0 cn,mzm

le développement de Taylor de T'(e,).
Alors e,g =5 8, donc

T(e)g = Tle.8) +==> T8 = 0%
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Les convergences étant considérées au sens de la norme de A. En particulier
ceci implique que

T(e,)(2) 5==> 0(2)
uniformément pour |z|<4. On déduit alors des inégalités de Cauchy que

b, = limc,, pour tout m.
n—*o00
11 existe une constante K positive telle que || T(e,)]| £ K pour tout n, puisque
T est nécessairement continu. Donc

n—00

1 1
Y byl < limsup Y, lc,,l < limsup||T(e,)| < K.
m=0 m=0 n= 00

La suite des sommes partielles S,=3", _, |b,,| étant majorée, la série 3°_, |b,.|
est convergente.

Donc 0 est un élément de A. On a ainsi montré que si Te M (4, ), alors il
existe § € A tel que Tf=0f, pour tout fe .#,,. Donc M(.#,,) s’identific 4 4
qui est isomorphe & #,,®Ce.

3. L’algébre de Banach .#, ,/~.

Soit F la fonction définie pour tout z € D— {1} par F(z)=exp (z+1)/(z—1).
F n’appartient pas a </ (D), mais c’est une fonction intérieure continue sur
D —{1}. Cette fonction a été utilisée par J. Esterle dans des construction de
sous espaces invariants pour des opérateurs sur lesquels opérent certaines
algébres de fonctions analytiques, voir [3, p. 150].

Posons

My = {fedD)| f()=0}.

Pour toute fonction f de la forme f=Fg ou g € .#,, on pose f(1)=0. On
obtient ainsi un prologement continu de fa D puisque F est bornée par 1 sur
D{1}. Posons I=F.#,. Alors I est un idéal de /(D) contenu dans .#,.
L’application f — Ff est une isométrie de .#, car F est de module 1 sur le
cercle privé de z=1. Donc I est fermé puisque .#, I'est. De plus I +.#, car la
fonction fe .#, définie par f(z)=1—z n’appartient pas a I (sinon on aurait
f(x)=0 (exp2/(x—1)) quand x — 17). Posons alors #£=¢ !(I) ou ¢ est
Pinjection naturelle de .#,, dans .#,. En fait #=_#,,NI et # est un idéal
fermé de A strictement contenu dans .#,,. On a le résultat suivant:

PROPOSITION 3. .# 4/ est une algébre de Banach commutative radicale a
unité approchée bornée.
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PREUVE. #4/F est a unité approchée bornée. Pour le voir il suffit de
considérer la suite des &,=n(e,), images dans .#, ,/.# des e, de .#, , donnés par
le lemme 1, par I'application canonique n de .4, sur .4, /5.

M14/F est radicale. Rappelons que tout caractére de .#, ,/# provient d’'un
caractére de .# 4 qui s’annulle sur #.

Soit a P'application z — z. Alors tout élément f de A s’écrit sous la forme
f=2,203,2" ou les a, sont les coefficients de Taylor de f.

Soit t € D. L’application f — f(t) est évidemment un caractére y de 4. En
fait

W) =X axe) = Y at.
n20 n20
Réciproquement, si x est un caractére de A, on a [y(e)| < ||| £ 1, donc x(x) € D.
Posons alors t=y(a). Soit f un élément de A. On a f=3},,,4,0", cette série

étant absolument convergente dans A.
Alors

x(f) = x(Z a..a") =Y gy =Y at" =f(0).

nz0 n20 nz0

Ainsi tout caractére de A est de la forme f — f(t) ou t € D. Donc tout caractére
de #,, est de la forme f — f(t) ou t € D—{1}. Soit maintenant x un caractére
non nul de .#,,/#, x provient alors d’'un caractére non nul y' de .#,, qui
s'annulle sur .#. I existe donc t € D— {1} tel que y'(f)=f(t) pour tout fde .4,
et f(t)=0 si f e #. Considérons I'application f définie par

0 si z=1

f@) =
l(z—l)‘exp(gg) si ze D-{1}.

Montrons que f appartient & £ =F.# N .# 4. Puisque fest de la forme Fg ou
g € #, il suffit de montrer que f€ .#,,.
On a

1
1) = 432292+ T)exp C_’_'-f)
ce qui montre que f” est bornée; par conséquent il existe une constante M >0
telle que
If"2 £ M zeD-{l}

or si f(z2)=3,50,2" On a f"(2)=2nzo (n—1)na,z""2; f" étant bornée, on a
n(n—1)ja,|< M/r" pour tout r<1. Fixons n et faisons tendre r vers 1 on a
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M

n(n—1a,| £ M donc |a| S —r
n(n—1)

terme général d’une série convergente, donc 3,5 |a,| < + 00 ce qui assure que
fe My

Comme f(t)#0 pour tout t € D— {1} on voit donc que le seul caractére de 4
s’annulant sur . est I'application g — g(1), qui s’annule évidemment sur .# ,.
Donc l'algébre .#,4/.#, qui ne posséde aucun caractére non nul, est radicale.

4. Caractérisation des multiplicateurs de .#, /5.
Sur /(D) on considére la topologie définie par la famille de semi-normes

(p,), suivante:
n (i) 0
3 Lf : '( )

=0

pa(f) =

on 'appellera la topologie faible de /(D) et sa restriction a A4 sera la topologie
faible de A. P, est une semi-norme d’algebre sur 4. On dira ainsi qu’une suite
(f), d’¢léments de .#,, converge faiblement vers un élément f de A si la suite
des coefficients .de Taylor de f, converge simplement vers les coefficients de
Taylor de f.

En fait cette topologie faible coincide sur toute partie bornée de o/ (D) avec
la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de D.

En effet, soit fe .#,, avec f(2)=3,50a,z". Pour m fixé on a

lasle” = sup |f(2); o<1
lz| Se

c’est-a-dire
1
lasl = = sup|f(2); e<l.
Q" jzlse

Par suite
" n
P,(f) = Y lal £ = sup |f(2)l
i=0 Q" |zise

ce qui montre que la topologie faible ainsi définie est moins fine que la

topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de D.
Pour fe o/ (D) posons || f|l,=5up),<;|f(2)l. On a

If ")

n!

S flle

sup
neN

d’aprés les inégalités de Cauchy.
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Soit alors g <1 fixé et soit f: z — 2r204,2" un élémemt de o (D). Comme

1
lalzl < £l T o" = >
L lalzl S 1) T ¢ = Il [, pourldse

nzl

on a

1 1
Il = sup |f(z) < . .
0 'zlépalf( ) < "f”°°1-g+n§o la,lo

donc

!
Ifle S 1/ 1o g2 +Pif)  pour tout 1.

Soit B une partie bornée de </ (D). Posons K =8uPreg || f [l -
On obtient, pour f,g € B

1
If—gl, ZKT—Q_——L—)+P,(f—-g) pour tout /.
Soit maintenant (f,), une suite d’¢léments de B convergeant faiblement vers un
€lément f de B, alors

P(f,—f) 55> 0 pour tout /.

Par suite lim,sup || f,—f||,=2K¢'/(1—¢) pour tout I, donc Ifai=fl,— O
quand n — oo. Les deux topologies considérées étant métrisables, on a bien le

résultat annoncé.
Soit

1= {x=(€i).-l &eC, uxn,=z|cit<+oo}

I = {x=(&) I ¢ eC, "x“oo=Sl:p|§i|< + 00}

Co = {X=(fi)i| (ieC &= 0}

On sait que I! est le dual de ¢, ([9, p. 109]). Considérons l'application 6 de 4
dans I' qui a tout élément f de A avec f(2)=Y,»0a,2", associe la suite (a,),.

0 est alors une isométrie.

La topologie faible coincide sur les parties bornées de 4 avec la topologie *-
faible induite sur A par la dualité entre /' et C, via 'isométrie 6. Donc la boule
unité de A est faiblement compacte.

On se propose dans la suite de montrer que tout multiplicateur de .# ,/9

est défini par un élément de A/S.
La démonstration reposera sur la remarque et les lemmes suivants:
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REMARQUE 4. Si (f,), est une suite d’éléments de /(D) qui converge
faiblement vers un élément f de o/ (D), alors f,g converge faiblement vers fg
pour tout g € (D).

Preuve. Utiliser la formule donnant le produit de deux séries.

LEMME 5. Soit ¢ une fonction réelle continue telle que @ (u) <0 pour tout u € R.
On suppose que

+ 00
@ (u)
(p(u)W —00 et que f_mH—u;du < +00.

Si Pon pose

_x [T e
V(W) = -1; I-m md“

ou w=x+iy. Alors

V(w) ———— —00
lwl—=00
Rew>0

PreuVE. En posant (u—y)/x=ton a

1 [T p(xt+y)
viw) =+ f g &

comme ¢ est négative on a
P(xt+y) “to(xt+y)
Vi) = f Tyt L BETALE
Pour 1t<2 ou —25t< ~1 on a 1/(1+t%)=1/5. Par suite

1 (2 1 (!
< — -
Viw) £ 5 J.l (p(xt+y)dt+5n . @(xt+y)dt

donc

V(w) £ mel: sup @(xt+y); Sup (p(xt+y)]
1[ 15152

sts-1
si y=20et 1<t<2 alors xt+y=xt=x et xt+y=2y. Ainsi

_ v

xt+y 2 sup (x|, |yl) 2 l/—l/x +y? l/_

Donc si |w| — oo, alors xt+y — + 0o uniformément en ¢.
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Par conséquent,
sup @(xt+y) —— —
o o( y) |x+xi§|6’°° o0

y20

Si y<Oet —2<t<—1alors xt+y<yet xt+y<xt< —x. Ainsi

Wl

xt+y S inf(=x,y) = inf (=|xl, ~|y) = —sup (x,1yl) = Vi
Donc si [w| - + 00, alors xt+y — —o00 uniformément en t.

Par conséquent

sup  @(xt+y) ——— —00.
2s5ts-1

|x +iy| =00
x>0
ys0

En conclusion

sup (p(xt+y)] —_— — 0.
25t 1

x+iy|—= o0
! x;IO

inf l: sup @(xt+y),
1512

Donc

VW) ———— —0.

|w|-> 00
Rew>0

LEMME 6. Soit (f,) une suite bornée d’éléments de #. Si f, converge faiblement
vers un élément f de M, alors fe 5.

PRrEUVE. Soit A, 'ensemble des fonctions holomorphes dans le demi-plan
droit {we C | Re w =0}, continues sur le bord et tendant vers 0 a Pinfini.

Si fe A,
[fllo = sup |f(@) = Sug [f @)l
ye

Rez=0
d’aprés le principe de Phragmén-Lindelof [2].
Soit F la fonction définie pour Re w >0 par Fy(w)=e™". On pose [, = FA,.
Soient alors (g,) une suite bornée d’éléments de I, et h € A, tels que

(W) 5= h(w)

n—oo
pour tout w tel que Re w>0. Pour tout n, g,=F,f, avec f, € A,.

La suite (f,), est bornée car | f,ll,=8all- Posons u(w)=h(w)x1/Fo(w)
pour Rew=0. Alors
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SoiW) === u(w)

pour tout w tel que Re w>0. Donc u est bornée et continue sur le bord; de plus
u tend vers 0 a Pinfini sur I'axe des imaginaires car |u(iy)| =|h(iy)|. Supposons
sans perte de généralité que u est bornée par 1, u s'écrit alors de maniére unique
(grice au théoréme de factorisation dans le demi-plan [5]) sous la forme u=
A BS.F., ou

A est un complexe de module 1.
B est un produit de Blaschke, donc borné.

S est une fonction singuliére, donc bornée.
F est une fonction extérieure telle que |F|=|u| presque partout sur I'axe des
imaginaires.

F est donc de la forme:

O w+i dt
Fw) = exp{f ‘°g'“"t+w1+tz}

Si w=x+iyona

+too ] ;
[F(w)| = exp {% j ) %d:}.

D’aprés le Lemme 5 et le fait que nous avons supposé u borné par 1 on a

Rew>0

Donc
lu(w)) ——— 0.

Jw|=+ 00
Rew>0

Par conséquent u est dans A,,.
On a ainsi montré que si (f,) est une suite bornée de A, telle que

JaW)e™” <5 h(w)

pour tout w tel que Re w>0 alors h est de la forme Fyu ou u € A,, c’est-a-dire
h € I,. On en déduit par transformation conforme que si (f,), est une suite
bornée d’éléments de I = F.# , telle que £, (t) converge vers f(t) pour tout ¢t € D et
S un élément de .#, alors fe I

Soit maintenant (f), une suite d’éléments de .# = .#,N I, bornée au sens de
la norme de .# 4. Alors (f,) est bornée dans /(D) et si f, converge faiblement
vers un élément f de .# 4 alors fe I, donc fe £.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat annoncé:
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THEOREME 7. L'ensemble des multiplicateurs de M, /5 Sidentifie a A/S
= (M1 4/F)DCe.

DEMONSTRATION. Posons H=.#,,/.#. Soit Te M(H) et soit (€,), l'unité
approchée bornée de H. On a

T(0) = imT(xg,) = limT(€)a pour tout . € H .

Puisque T(e,) € H, il existe une suite (f,), d’éléments de .#, 4 telle que J,
=T(e,). Alors

1Ll = IT@) < IT|lel < 2T

on peut donc supposer que (f,) est une suite bornée de .# .. Quitte i extraire

de (f,) une sous-suite convenable, on peut supposer que (f,) converge

faiblement au sens que nous avons défini plus haut vers un élément f de A.
Soient « € H, g€ .# 1, et he # 4 tels que §=T(a) et h=a. Alors

g = limfo = lim f}.

Donc il existe une suite (u,) d’éléments de .# telle que

g —fa—tnll 555> 0.

n—oo

(u,) est alors bornée. Quitte a extraire de (u,) une sous-suite convenable, on
peut supposer que u, tend faiblement vers un élément u de 4 quand n — 0.

D’apres la Remarque 4, f,h converge faiblement vers fh. Il s’ensuit que g— f,h
—u, converge faiblement vers g—fh—u. Donc

g—fh—u=0.

Donc ue .#,4 car ge M4 h € M, Par suite u e # d’aprés le Lemme 6.
Ainsi g=fh pout tout h € .# 4 tel que h=a. Donc T(«)=fu pour tout o € H et
comme A est isomorphe a .#,,®Ce, ceci achéve la démonstration du
théoréme.
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