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DESCENTE DE p-EXTENSIONS
GALOISIENNES KUMMERIENNES

SYLVIE MONIER

0. Introduction.

Soit E/K une extension galoisienne de corps. Etant donné un sous-corps J de K,
on peut se poser la question de savoir s’il existe un sous-corps D de E, galoisien
sur J, tel que, d’une part Gal(D/J) soit isomorphe a Gal(E/K), d’autre part J soit
I'intersection de D et K. Ceci traduit I'idée intuitive de “descendre sur J”
'extension galoisienne E/K (cf. Définition 2.1).

En 1989 Gudrun Brattstrom [Br] a obtenu le résultat de descente suivant.
Soient p un nombre premier impair, y, le groupe des racines p-iémes de I'unité, et
K un corps de caractéristique différente de p contenant p,. Pour toute extension
galoisienne non abélienne E/K de degré p*, il existe une extension galoisienne
D/J de translatée (D(u,) = E)/(J(u,) = K).

Dans ce travail, on généralise les résultats de Brattstrom de la fagon suivante.
Apres quelques rappels galoisiens (section 1), on définit précisément (section 2) la
notion “d’extension descendue parallélement a une extension K/J” d’une exten-
sion galoisienne finie quelconque E/K. Puis on obtient des conditions d’existence
et d’unicité de descendues lorsque E/K est une p-extension. Soit &(I') le
sous-groupe de Frattini du groupe de Galois I' de E/K. Ces conditions
d’existence s’expriment en termes d’une descendue de extension E®/K ou E®)
désigne le corps des invariants dans E de @(I'). Ceci permet de réduire le probléme
au cas d’une p-extension abélienne élémentaire. On montre ensuite (section 3),
modulo une condition de compatibilité entre les degrés, qu’une descendue d’un
compositum de p-extensions est le compositum de descendues de ces extensions;
puis I’on construit explicitement, en termes de trace, un élément primitif de la
descendue d’une extension cyclique de degré p parallélement a une extension
cyclotomique. La section 4 est le coeur de ce travail. On ajoute une classe de
cohomologie au probléme de descente. On résoud un probléme de plongement
non kummeérien au moyen de la descente d’une solution du probléme de plonge-
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ment kummeérien translaté. Précisément, soit L/J une p-extension abélienne
élémentaire. On obtient toutes les solutions d’un probléme de plongement
résoluble 4 noyau d’ordre p de L/J, en descendant sur J une solution du méme
probléme pour l'extension translatée (E:= L(u,))/(K:= J(u,)), cette solution,
disons N/K, étant telle que N/L soit abélienne. Enfin, la section 5 est consacrée
aux exemples.

1. Rappels.

Pour tout nombre premier p, on note F, le corps a p éléments, u, le groupe des
racines p-iémes de l'unité, et {, un générateur de p,.

Soient K un corps de caractéristique différente de p, et E/K unec extension
galoisienne finie de degré quelconque de groupe I' : = Gal(E/K). On suppose que
le corps E contient y, (sans nécessairement qu’il en soit ainsi pour K).

Les propriétés suivantes sont standard.

1.1. Soient N/E une extension galoisienne de degré p, et x 'un quelconque des
éléments de E* tel que N = E(x'/P),

(1) L extension N/K est galoisienne si et seulement si pour tout y € I il existe un
entier i(y)e F;, et un élément x,€ E™, tels que

Yx)/x D = x2.
De plus, si m est 'exposant du groupe I', on a
i(p)"=1modp (yel).

Dans le cas particulier oii E/K est une p-extension, on peut prendre i(y) = 1 quel que
soit yer.

(2) On suppose que N/K est galoisienne.

— Une condition nécessaire pour que N/K soit abélienne est que Pentier i(y) du (1)
vérifie:

W) = (yel).

— Si de plus Pextension de base E/K est cyclique, cette condition nécessaire est
aussi suffisante.

DEMONSTRATION. Conséquence directe de la théorie de Galois. Pour le (1) voir
par exemple [B-J-Y, III], et pour le (2) [Wa, p.325].

Dans le cas particulier ou p=3,{3=j=¢*"3 K=Q, E=Q(j), on ala
formulation explicite suivante.

1.2. Pour tout élément a + bje E* — E*3, l'extension N = E((a + bj)*’*) est
abélienne de degré 6 sur Q si et seulement si Ngjq(a + bj)e Q* 3. Il existe alors deux
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entiers m et n premiers entre eux,m + nj £ +(1 + 2j), m + njeZ[j] — Z[j]>, tels
que

N = E((m?® — mn + n®(m + nj)*?3).

DEMONSTRATION. La condition Ngq(a + bj)e Q*? est claire puisque d’aprés
le 1.1 (2), 'extension N/Q est abélienne si et seulement si

(a+ b2/ + b E*>,

Réduisons alors a et b au méme dénominateur d: a + bj = d~(m + nj) (m, ne2).
Il existe zeZ tel que

d(m? — mn + n?) = z3.

On en déduit que le corps N a la forme annoncée. Inversement dans ce cas, il
résulte des hypothéses sur m et n que le produit (m* — mn + n?)(m + nj) n’est pas
un cube dans Z [j]. D’ou la conclusion puisque sa norme est dans Q * 3,

Par ailleurs, étant donnés un groupe 4 d’ordre premier p, F/K une p-extension
galoisienne de groupe G:= Gal(F/K), et (F':= F(u,)/(K':= K(u,)) 'extension
translatée de groupe G':= Gal(F’/K’), on a I’équivalence suivante.

PROPOSITION 1.3. (Comparer a [G, Thm. 5]). Soit lisomorphisme canonique
H*(G,4) 5 H¥G', A)

— '

Ny

ou les 2-cocycles z et 2z’ vérifient
(0", 1) = z(d'|p, T'|F) (0,7 €C).
Alors, pour toute classe non nulle ze H*(G, A) — {0}, le probléme de plongement

(F/K, Z) est résoluble si et seulement si le probléme translaté (F'/K’, z') est résoluble.

DEMONSTRATION. Conséquence de 'équivalence bien connue d’Hoechsmann
[Ho, 2.3].

2. Descendue d’une extension.

Dans cette section, on définit la notion “d’extension descendue” d’une extension
galoisienne finie quelconque E/K. Puis I'on obtient des conditions nécessaires et
suffisantes d’existence de descendues lorsque E/K est une p-extension.

DEFINITION 2.1. Soient E/K une extension galoisienne finie et K une cloture
algeébrique de K contenant E. On appelle “descendue de E/K sur un corps J”, ou
“descendue de E/K parallélement & une extension K/J”, une extension D/J
vérifiant les trois conditions suivantes:
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(Do) D/J est galoisienne

(Dy)DNnK=1J ~
(D) Le compositum des corps D et K dans K est égal a E: DK = E.

E = DK

K

DNK =J

En abrégé, on dira alors simplement que D/J est “descendue” de E/K.

L extension D/J étant galoisienne, la restriction a D induit 'isomorphisme
Gal(E/K) = Gal(D/J). De méme, si K/J est galoisienne, la restriction a K induit
I'isomorphisme Gal(E/D) = Gal(K/J).

EXeMPLE 2.2, Soient K = Q(j), j=e?™3, et E = K(«) ou « est une racine dans
K de X3 — j = 0. Le corps

D =Q + )

ou & désigne le complexe conjugué de «, définit une descendue sur Q de
'extension kummeérienne E/K.

LEMME 2.3. Dans les notations de la définition 2.1, supposons l'extension K/J
galoisienne. Les conditions suivantes sont alors équivalentes:

(1) Lextension E/K admet une descendue

(2) Lextension E/J est galoisienne et le groupe I' : = Gal(E/K) admet un complé-
ment facteur direct dans Gal(E/J).

DEMONSTRATION. Il résulte de la définition 2.1, par la théorie de Galois
¢lémentaire, que

Gal(E/J) = Gal(D/J) x Gal(K/J) 5 I' x Gal(E/D).

Inversement, il est clair par [L, p.307 (1.16)] que le corps D:= E¥ des invariants
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dans E d’un facteur direct V de I" dans Gal(E/J) définit une descendue sur J de
E/K.

Donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une
descendue dans le cas abélien.

PROPOSITION 2.4. Soient K/J et E/K deux extensions abéliennes de degré
premiers entre eux. Lextension E/K admet une descendue parallélement ¢ K/J si et
seulement si l'extension E/J est abélienne.

DEMONSTRATION. Toute descendue D/J de E/K est abélienne puisque
Gal(D/J) 3 Gal(E/K), et il en est de méme de E/J par composition. Réciproque-
ment soit U := Gal(E/J). Comme p.g.c.d(|I'],|U/I']) = 1, on déduit du théoréme
de Zassenhaus [Hu; p.126, Hauptsatz 18.1] qu’il existe un complément V de
I' dans U qui, a I’évidence, est facteur direct puisque U est abélien; d’ou la
conclusion par le lemme 2.3.

Nous utiliserons en fait la proposition 2.4 dans le cas particulier d’une
p-extension abélienne descendue parallélement a une extension cyclotomique.

COROLLAIRE 2.5. Soient J un corps, n un entier tel que la caractéristique de J ne
divise pas n,et K := J(u,) le n-iéme corps cyclotomique au dessus de J, ou u, désigne
le groupe des racines n-iémes de l'unité. Quel que soit le nombre premier p ne divisant
pasle de‘zgré [K : J], une p-extension abélienne E/K admet une descendue sur J si et
seulement si lextension E/J est abélienne.

Dans le cas non nécessairement abélien, on a pour une p-extension galoisienne
I’équivalence suivante.

THEOREME 2.6. Soient p un nombre premier et K/J une extension galoisienne
finie telle que p ne divise pas le degré [K : J]. Soit E/K une p-extension galoisienne
de groupe I' = Gal(E/K).

(1) Pour que E/K admette une descendue D/J, il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient vérifiées:

(1.1) Lextension E/J est galoisienne

(1.2) Lextension E®*P/K admet une descendue F/J, ou E®" désigne le corps des
invariants dans E du sous-groupe de Frattini de I'.
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E

o(T)
Eo()

W\

I'/&(T)

\

J

(2) Lorsqu’elle existe, la descendue est unique. Précisément, supposons que E/K
admette une descendue D/J. Le sous-groupe I' de Gal(E/J) admet un unique
complément V. Ce complément V est facteur direct, et Pon a D = E¥.

DEMONSTRATION. (1) Le sens direct est vérifié indépendamment du fait que
p ne divise pas le degré [K :J]. En effet, par la théorie de Galois, la restriction
a D:I' 3 Gal(D/J) est un isomorphisme; et en écrivant I'|p:= Gal(D/J), on

7+ ¥lp
a pour les sous-groupes de Frattini: &(I'|p) = &(I')|p. On en déduit qu’il suffit de
prendre pour F le corps des invariants D®71»),

Réciproquement, notons U := Gal(E/J), et utilisons 'hypothese p 4 [K:J].
On a p.g.c.d(|I, |U/I') = 1, donc, par le théoréme de Zassenhaus [Hu; p.126,
Hauptsatz 18.1], il existe dans U un complément V de I'. D’aprés le lemme 2.3, il
suffit de montrer que V et I' commutent éléments par éléments. En tant que
compositum des extensions F/J et K/J, I'extension E®?/J est galoisienne. Soit
G son groupe: G:= Gal(E®"/J), et appliquons le lemme 2.3 a lextension
E®D/K. Le sous-groupe I'/®(I') de G admet un complément V¥’ facteur direct:
G = V' x(I'/®(I)). Par ailleurs, on vérifie que pour la restriction

rU-G
U — u|gou
P'image r(V) est aussi un complément de I'/&(I") dans G. Comme
p-g.c.d(I'/(D)l, IG/T'/PD))) = 1,

on sait, toujours d’apres Zassenhaus ([Hu; p.127, Hauptsatz 18.2]), que tous les
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compléments de I'/®(I') dans G sont conjugués. Il en résulte que r(V) = V’, et que
'application

V x (F/®(I)) » I/

v, @) = r)erv)™!
est triviale. Pour tout ve ¥, considérons alors 'automorphisme du p-groupe I'

a,: I'>T <U

Y ay(y) = vyo~ L.

On a
a,(NP(I) = yd(I') (veV,yeTl).

On déduit alors de [Hu; p.275, Satz 3.18] que I'ordre o(«,) de chaque automor-
phisme a, est une puissance de p. Mais par ailleurs o(a,) divise |V| = [K:J].
Comme p ¥ [K :J], on a nécessairement a, = id, d’ou la commutation voulue.

(2) 1l existe un sous-groupe normal V de Gal(E/J) tel que D = EY. Par
I'hypothese que p ne divise pas [K:J], on vérifie que V est un complément de
I" dans Gal(E/J). Or d’aprés le Hauptsatz de [Hu; p.128, 18.3], tous les complé-
ments de I" dans Gal(E/J) sont conjugués; donc V est unique, et il en est de méme
du corps D.

Lorsque K/J est une extension cyclotomique, on a en particulier le

COROLLAIRE 2.7. Dans les notations du corollaire 2.5, pour qu’une p-extension
galoisienne E/K admette une descendue parallélement a I'extension K = J(u,)/J, il
Jaut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées:

(i) Lextension E/J est galoisienne

(ii) Lextension E®"/J est abélienne.

DEMONSTRATION. Conjonction du corollaire 2.5 et du théoréme 2.6.

COROLLAIRE 2.8. On se place dans la situation du théoréme 2.6. Soit Gal,(J)
(resp. Gal,(J, K)) I'ensemble des p-extensions galoisiennes de J (resp. de K, qui
vérifient les conditions (1.1) et (1.2) du théoréme 2.6). Alors lapplication “transla-
tion”

tran: Gal,(J) = Gal,(J, K)
D/J+— DK/K

est bijective, et admet pour réciproque Papplication “descendue”
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desc: Gal,(J, K) = Gal,(J)
E/K > desc(E/K)
o desc(E/K) désigne la descendue de E/K parallélement a I'extension K/J.

DEMONSTRATION. Si E/K = tran(D/J), on a D/J = desc(E/K). On en déduit
que les applications sont bien réciproques.

3. Constructions de descendues de p-extensions abéliennes.

Soient p un nombre premier et J un corps de caractéristique différente de p. Dans
toute la suite K/J désigne une extension galoisienne de degré non divisible par p.

On a le résultat suivant de décomposition des descendues par rapport a une
extension compositum.

PROPOSITION 3.1. Dans une cloture algébrique K de K, soient E;/K (i = 1,...,n)
des p-extensions galoisiennes telles que

(El...Ei)nE,'+1:K (i==1,...,n——l).

On suppose que le compositum E:= E, ...E, des E; dans K est galoisien sur J.
Alors, étant donnés des extensions galoisiennes D;/J ou D; < E;(i = 1,...,n) et leur
compositum D:= D, ... D, dans K, on a l'équivalence suivante: l'extension D/J est
la descendue de E/K si et seulement si D;/J est la descendue de E;/K pour tout
i=1,...,n

DEMONSTRATION. Prenons n = 2. Supposons que D/J soit la descendue de
E/K. 11 est immédiat que D;nK =J (i =1,2). D’autre part, comme
D,KnD,K=K,ona

Gal(D,D,K/K) 3 Gal(D,K/K) x Gal(D,K/K)
I
Gal(E,E,/K) 53 Gal(E/K) x Gal(E,/K)
d’ou E; = D;K (i = 1,2). Réciproquement, il est clair que D; "D, == J. On en
déduit que D,D,/J est une p-extension car
Gal(D,D,/J) 5 Gal(E,/K) x Gal(E,/K).

Mais p ne divise pas [K :J]. Par conséquent, D,D,n K =J. On généralise
ensuite par récurrence sur n.

La proposition précédente rameéne I'étude de la descendue d’une p-extension
abélienne 4 celle d’une p-extension cyclique que I'on peut supposer de degré p via
le théoréme 2.6.
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Le théoréme suivant fournit explicitement en termes de trace, un générateur de
la descendue d’une extension cyclique de degré premier parallélement & une
extension cyclotomique.

THEOREME 3.2. Prenons K = J({,) ou {, désigne une racine primitive p-iéme de
Punité. Soient E:= K(a), oua? = ac K* — K P, une extension de degré p de K, de
groupe I := Gal(E/K). Supposons lextension E/J abélienne. Soit D:= EV/J la
descendue de E/K sur J, ou V est l'unique complément de I dans Gal(E/J) (cf. Cor.
2.5, Th. 2.6 (2)). Alors:

(1) Pour la norme de E sur D: Ngp(a)eJ

(2) Latrace t:= Trgp(a) fournit un élément primitif de D sur J: D = J(t).

DEMONSTRATION. (1) Soit ¢ le générateur de I' tel que a(x) = {,a. Comme
I'extension E/J est abélienne,

o(Ngp(@)) = Ng;p(a(@)).
Notons d:= [K:J] < p — 1 le degré de K sur J, h un générateur du groupe de
Galois de K/J, eti(h) 'entierde {2,...,p — 1} telque h(,) = {*. Soit v I'image de
h par la réciproque Gal(K/J) —» Gal(E/D) = V de la restriction 8 K. On a
Ngp(0(@)) = a(@v(a(@)...v" " (o()
— g}l' +i(h)+...+i(h)d -1 NE/D(“)

ih)e4—1

= ({1 Ngpla).
Or d’apreés le 1.1, il existe un entier n tel que
np = i(h)? — 1 = (i(h) — (L + i(h) + ... + i(h)* ™).
Clairement i(h) — 1€ {1,...,p — 2} divise n. Par suite
o(Ngp(®) = Ngp(®).

Comme D/J est la descendue de E/K, on obtient donc que

NE/D(OC)EDf\ K=J.

(2) Comme [D:J] = p,ona D = J(¢r) dés que que t ¢ J. L’extension E/J étant
abélienne, on sait (cf. 1.1) qu'il existe un élément x,€ K* tel que h(a)/a"® = x}.
Quitte 4 changer x;, en (X, ou { est une racine p-iéme de 'unité, on peut écrire
v(a) = x,o'®, Or

d-1

d-1
t=Y ko™ =Y ko
=0

n n=0

ou par définition
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n—1
ko:=1, ky:= [ H)® " (n2 1)
1=0
et par division euclidienne
l(h)n = D4n + I (1 é Ty é pP— 1)
Si t appartenait a J, on aurait o(f) = t, d’ou
d-1
Cp— D+ Y, kpa®(Cr — Do = 0.
n=1
Mais h étant un générateur de Gal(K/J), ’Thomomorphisme
Z/dZ — F)
nmodd —— r, = i(h)"mod p

est injectif. Comme {1,a,a?,...,a? !} est une K-base de E, on en déduit que
{, = 1: contradiction. Par conséquent te D — J ce que I'on voulait.

EXeMPLES 3.3. p=3,{3=j,J=Q,et K =Q(). On a i(h) =
(1) Comme déja vu dans 'exemple 2.2, la descendue parallélement a K/Q de
I'extension E = K(x)/K ou a® = j, est 'extension

D= Q+ v()/Q ou uvo)=j?=a.

(2) Descente d’une extension E/Q(j) lorsque E/Q est abélienne de degré 6
D’aprés le 1.2, il existe m et n premiers entre eux avec m + njeZ[j] — Z[j13,
m+ nj £ +(1 + 2j), tels que

E = K((m* — mn + n*)(m + nj))'”).

Poura® = (m* — mn + n®)(m + nj),1a descendue de E/K parallélement a K/Q est

I’extension
2
D= Q<a + * >
m + nj

(3) Exemple a la proposition 3.1
D’apreés les exemples précédents, I'extension de degré 27

2 2
Q<al+1a19a7+2+3 s 13+ 3+4])/Q

ol af =j, a3 =72 + 3j), a5 = 13(3 + 4j), est la descendue de I'extension
Koy, 27, 01 3)/K.
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4. Descente et probléme de plongement.

Soit G un groupe opérant sur un groupe abélien A. Supposons, d’une part que
G se réalise comme groupe d’une extension galoisienne de corps F'/F, d’autre part
qu’il existe un corps F” 2 F’ pour lequel I'extension F”/F soit galoisienne et telle
que Gal(F"/F') s’identifie a A. On appelle alors “classe de cohomologie de
I’extension F"/F” (pour I'identification donnée de Gal(F"/F’) a A) la classe dans
H?*(G, A) de I'extension de groupes

1A Gal(F'/F)-» G -1

définie par les homomorphismes d’injection et surjection canoniques.

Soit p un nombre premier quelconque. Identifions le groupe u, des racines
p-iémes de 'unité a F, = Z/pZ par la donnée d’une racine primitive {, fixée via
Iisomorphisme

lg:pu, 3 F,
C; — n.
Dans toute la suite, K désigne un corps de caractéristique différente de p con-
tenant u,, et E/K une p-extension galoisienne de groupe I':= Gal(E/K).

LEMME 4.1. Soient K/J une extension galoisienne de degré non divisible par p, et
N = E(x'?)/E (x € E*) une extension cyclique de degré p. Supposons qu'il existe
une extension L/J (resp. D/L) descendue de E/K (resp. N/E).

N
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Identifions Gal(L/J) (resp. Gal(D/L)) a T (resp. Gal(N/E)) par la restriction
a L (resp. a D), et Gal(N/E) a F, par lisomorphisme

Gal(N/E) 5 F,
v - lg(v(x1/P)/x1/p),

Alors, si D/J est descendue de N/K, la classe de cohomologie dans H*(I',F,) de
Pextension D/J est égale a celle de N/K.

DEMONSTRATION. Notons z: I'? - Gal(N/E) un 2-cocycle représentant la
classe de [lextension N/K. Dans Uextension galoisienne N/L on a
z(y, n)|p € Gal(D/L) pour tout couple (y,)e I'%, et un 2-cocycle représentant la
classe de D/J est

2 Gal(L/J) x Gal(L/J) —» Gal(D/L)
((P, '/’) g zl((P’ lp) = Z(y’ r’)lD

ouy et n sont les uniques éléments de I" tels que y|, = ¢, 7|, = . Eneffectuant les
identifications de I’énoncé, les 2-cocycles z' et z se confondent donc et sont
a valeurs dans F,. D’ou la conclusion.

Prenons maintenant K = J(u,), et supposons 'extension E/J galoisienne. Il
existe un complément V de I" dans Gal(E/J) [Hu; p.126, 18.1]. A ce complément
V, associons 'endomorphisme du groupe multiplicatif E* défini par

gv(x) = [[ o' (xeEX)

veV

ou i(v)e F, est I'entier tel que v((,) = (i (ve V) (cf. [Br]). Cet endomorphisme
a la propriété d’induire au dessus de E des extensions galoisiennes, et méme
abéliennes, sur le corps L du lemme 4.1. Précisément:

PROPOSITION 4.2. Soient K = J(u,) et E/K une p-extension galoisienne admet-
tant une descendue sur J. Pour P'unique complément V de I dans Gal(E/J) (cf. Th.
2.6 (2)), et tout élément x e E™, Pextension E((gy(x))'/?)/EY est abélienne.

DEMONSTRATION. Soit ue V. Quand v parcourt ¥, il en est de méme du produit
w:=vu" ', Donc

ulgy(x)) = [ w™(x)®.

weV

Mais il existe un entier, disons n(w, u), tel que
i(v) = i(w)i(u) + pn(w,u) (veV).

Par suite
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u(gV(x)) = ( l_[ wo l(x)i(w)>i(“)( H w™ l(x)n(w.u)>p

weV weV
= gy(x)™ mod E*?
pour tout ue V. D’ou la conclusion par le 1.1 (2).

Reprenons les notations du début de la section. Pour la seule donnée de
G = Gal(F'/F) et du G-module 4, un probléme de plongement de F'/F relative-
ment a une classe e € H%(G, A), noté (F'/F, ¢), est la question de savoir s'il existe, au
dessus de F, un corps F” galoisien sur F, de groupe Gal(F”/F’) s’'identifiant & A,
tel que la classe de cohomologie de I'extension F”/F soit précisément e. Dans
I'affirmative, on dit que F"/F est solution du probléme résoluble (F'/F,¢).

Dans [M1, 2] R. Massy a traité en général le probléme du plongement a noyau
d’ordre p d’une p-extension kummeérienne E/K. Etant donnée une classe
¢e HX(T', F,), les solutions d’un probléme résoluble (E/K, ) sont définies par un
corps N = E(x''?) (x e E), galoisien sur K, tel que la classe de cohomologie de
extension N/K soit précisément ¢ quand on identifie Gal(N/E) a F, par
I'isomorphisme du lemme 4.1.

On veut maintenant résoudre le méme probléme de plongement pour une
p-extension encore abélienne, mais dont le corps de base ne contient plus, cette
fois, le groupe p, des racines p-iemes de 'unité. Soit L/J une telle extension. La
méthode consiste a décider si le probléme translaté (I{u,)/J(u,), €) admet ou non
des solutions, puis dans I'affirmative, a descendre I'une d’entre elles en une
solution du probléme (L/J, ¢) via les identifications du lemme 4.1. Le théoréme
2.6 s’appliquant a I’extension cyclotomique (K = J(u,))/J, on se raméne au cas ou
le groupe Gal(L/J) est d’exposant p. Dans cette situation, le théoréme suivant
construit explicitement une solution dun probléme résoluble (L/J,¢)
(e HX(I',F,)) en termes d’une solution du probléme translaté.

THEOREME 4.3. Soient p un nombre premier, J un corps de caractéristique
différente de p, et L/J une p-extension abélienne de groupe Gal(L/J) d’exposant p.
Posons K:=J(u,), E:= L(u,), V:=Gal(E/L), et identifions Gal(L/J)
a I’ = Gal(E/K) par la restriction a L.

(1) Un probléme de plongement (L/J,¢) (c€ HX(I', F,)) est résoluble si et seule-
ment si le probléme translaté (E/K, ¢) est résoluble.

(2) Supposons (L/J,€) résoluble, et soit N = E(x'/?)/K (x € E™) une solution de
(E/K,¢).

(2.1) Lextension N':= E((gy(x)* ")*'?)/K, oud~* est l'inverse dans F, du degré
[K:J] et V = Gal(K/J), est aussi une solution du probléme (E/K,¢).

v Uk
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En outre, l'extension N'/J est galoisienne, et dans Gal(N'/J), le sous-groupe
Gal(N'/K) admet un unique complément V' = Gal(K/J) qui est facteur direct:
Gal(N’'/J) = V' x Gal(N'/K).
(2.2) Soit X une racine p-iéme quelconque de gy(x)* ': X? = g,(x)*"". Le corps
D:= L( Y v’(X))
v'eV’

définit une descendue D/L de N'/E, et une descendue D/J de N'/K).

(2.3) Identifions Gal(D/L) a Gal(N'/E) par larestriction a D, et Gal(N'/E) a F,,
par lisomorphisme

Gal(N'/E) 3 F,
v = g [v(gv(x) ) )/ gv () )17,
Alors ladescendue D/J de N'/K est une solution du probléme de plongement (L/J, ¢).
|4 N’ N

ScHOLIE. Par [M2] on dispose, d’une part d’un critére numérique permettant
de décider mécaniquement de la résolubilité des problémes (E/K,¢) (loc. cit.,
théoréme 2), d’autre part de formules explicites fournissant un élément x € E*
pour leurs solutions N = E(x'/?)/K lorsqu’elles existent. Via cet élément x, le (2.2)
de I'énoncé précédent fournit donc un élément primitif explicite, sur L, des
solutions D/J des problémes non kummériens (L/J, ¢).
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DEMONSTRATION. (1) Confer proposition 1.3.
(2) (2.1) L’extension E/J est abélienne comme compositum de deux extensions
abéliennes. Par suite

(1 u(gy(x)) = gv(u(x)) (ueGal(E/J)).

Ainsi

Or dire que N/K est galoisienne signifie que pour tout y e I' il existe un élément
x,€ E™ tel que y(x)/x = x?. Donc

Wgv(X)/gv(x) = (gv(x,)P €E™? (yeT)

et ’extension N'/K est galoisienne. Par ailleurs, on sait [M2,(3.2)] que la classe
de cohomologie de cette extension est définie par un choix d’¢léments y, € E™ tels
que

1

Wy gy ()" = yy (vel).
On vient de voir que 'on peut prendre
vyi= gy} (el).
Ainsi
2o g, (2N (e
Yar Xar

Or un 2-cocycle ze ZX(I', F,) décrivant I'extension N/K est défini par

XX _ pre ((6,0)e 1)

ot

et 'on a gy({,) = (3. Finalement donc

220D _ggon (0,9erY)
ce qui exprime que N’ = E((gy(x)* ')*"?)/K est décrite par le méme 2-cocycle que
Iextension N = E(x'/?)/K.
Montrons que N'/J est galoisienne. Comme E = LK et Ln K = J, le groupe
Gal(E/J) est le produit direct de ses sous-groupes V et I', en sorte que tout
élément ue Gal(E/J) se décompose d’une maniére unique sous la forme

u=uvy @W,eV,yel).
On en déduit que
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@ gy (u(x)) = gy(v,(x)) mod E**.

Drautre part, d’apres la proposition 4.2 et le (1.1), il existe pour tout ve V un entier
i(v)e F, tel que

A3) gy (x)) = gy(x)” mod E*”.
11 résulte alors de la conjonction de (1), (2) et (3) que
u(gy(x)) = gy(x)* mod E*? (uel)

ce qui prouve par le (1.1) que N’/J est galoisienne. Comme de plus E/J est
abélienne, on obtient par le corollaire 2.7 que I’extension N’/K admet une
descendue parallélement a K/J.

Ceci étant, d’apres le théoréme 2.6 (2), le sous-groupe Gal(N'/K) de Gal(N'/J)
admet un unique complément V' facteur direct:

Gal(N'/J) = V' x Gal(N"/K).

(2.2) D’apres la proposition 4.2, 'extension N'/L est abéliene et le théoréme
3.2 s’applique. Pour le complément W de Gal(N'/E) dans Gal(N'/L), le corps

D:=NV% = L< Y w(X)) = YTty yw(X))
weW
ol X? = gy(x)*"’, définit une descendue D/L de N'/E.

Montrons que pour ce méme corps D, 'extension D/J est une descendue de
N/K.OnaDnK =JcartDNnE=LetLNnK =J.0OnaN'=DKcar N = DE
et E = LK. La veérification de I'axiome (D,) de la définition 2.1, 4 savoir que
I'extension D/J est galoisienne, est moins immédiate. On va prouver que W est un
complément de Gal(N'/K) dans Gal(N'/J); d’aprés le (2.1), il sera alors égal au
facteur direct V’, donc normal dans Gal(N’/J). Pour alléger I’écriture, posons
A:= Gal(N'/E) et G:= Gal(N'/K).

La restriction a E de tout élément we W N G est dans

Gal(E/L)n Gal(E/K) =V nT = {1};

donc we Wn A = {1}, ce qui montre que W N G = {1}.
Clairement, dans I'extension galoisienne N'/L,

V5 Gal(N'/L)/A = (W x A)JA S W.
Par conséquent

Gal(N'/J)/G % Gal(K/)) 3 VW = W/W G~ WG/G
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d’ou I'égalité Gal(N’/J) = WG. 1l est ainsi prouvé que W est un complément de
G dans Gal(N'/J), et du méme coup que I'extension D/J est galoisienne.
(2.3) 11 suffit d’appliquer le lemme 4.1 a la descendue D/J de N'/K du (2.2).
Ceci achéve la démonstration du théoréme 4.3.

5. Exemples.

Les notations sont celles de la section 4. On exprime les classes de cohomologie
au moyen des décompositions numériques de Massy. Rappelons briévement leur
définition (cf. [M2]). Soient U le cup-produit H'(I',F,) x H'(I'",F,) - H*(I',F,)
défini via la multiplication dans F,, et - le cup-produit

(BT, ) = ) x HX(I,Z) — H(T,F,)
(2 — (- z2=1g(?)
ou Ig est I'isomorphisme du début de la section 4. Si a est un élément du groupe de
Kummer (K * n E*?)/K*?(oude K * n E*?),soit (a)e H'(I', F,) la forme linéaire
définie par y(a'/?)/a'’? = (W) (yeT). Quand a,be(K™ n E*?)/K™” on pose

(@,b):= (@ U (b)
(@):=¢,0 (% (a))

ou 0 désigne le cobord H(I'", Q/Z) — H*(I', Z). On sait d’aprés [M2, Prop. 1] que
pour toute classe ee H*(I',F,), il existe dans (K™ n E*?)/K*? un élément a,,
unique si p & 2, et une famille a;, b;,a; #+ b; (i = 1,...,n), tels que I'on ait

o= (@) + . @b

Une telle décomposition est dite “décomposition numérique de €”.

Dans les exemples qui suivent, la situation est celle du théoréme 4.3. L'encom-
brement des solutions finales nous contraint ici & nous limiter aux deux groupes
non abéliens d’ordre 27. Les exposants 1/3 désignent toujours une racine cubique
arbitraire mais fixée.

EXEMPLE 5.1. Soit L, (resp. L) I'extension cubique galoisienne de Q définie
par le polynéme irréductible X — 21X — 7 (resp. X*> — 39X —91). On a

2

2
= ———-—al 3= i): = %2 3=134+'.
L= ()(oc1 +5 - 3j>,a1 =72 + 3j); L, 0<a2 +7 +j),a2 4 +))

Par adjonction des racines cubiques de l'unité, la translatée sur K = Q() du
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compositum L:= L,L,/Q est I'extension E = K(x;,®,). Comme Ny, yx(y) =
13(4 + j) pour
1+ a)2 — ay)?
G-1° ’

on sait que E se plonge dans une extension galoisienne sur K de groupe non
abélien d’ordre 27 d’exposant 3. D’aprés [M2, Th3.A(1)[]], le probléme de
plongement (E/K,¢) ou ¢ = (7(2 + 3j),13(4 +j)) est résoluble, une solution
N = E(x!/®) étant fournie par 'élément

x = ya(y?)
avec oga; = jay. On peut donc prendre.
x =1+ a)2 — o))*(1 + jouy )42 — jouy)*.
A partir dela, on suit le (2) du théoréme 4.3. Comme V = Gal(E/L) = {id,v},ona
gy (x) = xv(x)*.

Or d’apres le théoréme 3.2.(1),
2

v(ay) = 3 +13j .

Donc

aZ a2 2 jzaz 2 j2a2 4
=1 ! 2—-—1 1 ! 2 — L.
o) ( +2+3j)< 2+3j>< +2+3j)< 213

Soit X une racine cubique quelconque de gy (x)%: X3 = gy (x)?. Toujours dans les
notations du (2) du théoréme 4.3, on a

( 1 >3_v(gv(X)z)_ v'(X)>3
ox)?) g0t T\ X2 )7

et Pon déduit de la condition Xv'(X)€ L du théoréme 3.2 (1) que

e (XY
"‘“(m)-

2
Par conséquent, I'extension D:= L(X + (B(%J) ) / Q est la descendue de

N’ = E((gv(x))*’*)/K paraliélement a K/Q. De plus, en vertu du 2.3 du théoréme
4.3, D/Q est une solution du probléme de plongement (L/Q, ¢) quand on identifie
Gal(L/Q) a I par la restriction a L.
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ExXEMPLE 5.2. Soit L, (resp. L,) I'extension cubique galoisienne de Q définie
par le polyndme irréductible X3 — 21X — 7 (resp. X> — 39X — 26). On a
2 2

oy . o .
L, = Q<a1 + 2—+—‘—§> w3 =72+ 3L, = o<a2 + —3—:21}),06 = 1333 + 4j).

Par adjonction des racines cubiques de l'unité, la translatée sur K = Q(j) du com-
positum L:= L,L,/Q est lextension E = K(x;,a;). Comme Ny, x(y) =
13j(3 + 4j) pour '
()2 - ay)?
a-p -

on sait que E se plonge dans une extension galoisienne sur K de groupe non abélien
d’ordre 27 d’exposant 9. D’aprés [M2, Th3.A(2)], le probléme de plongement
(E/K,e) ou &= (72 + 3j)) + (7(2 + 3j),13(3 + 4j)) est résoluble, une solution
N = E(x'/3) étant fournie par I'élément

x = oy ya(y?)
avec ooy = joi;. On peut donc prendre
x = oy (1 + o)(2 — )2(1 + jouy )22 — jouy ).
Comme dans I'exemple 5.1,
of
2+3°

o) =
Donc

2 2 2 \2 2.2 \2 2.2 \4
)= =21+ =222 ,)(1+L“‘—.)(2— ’“‘.).
243 243 243 2+ 3 243

Pour X racine cubique quelconque de gy(x)* = (xv(x)*)?, lextension D:=

2
L<X + (%) > est la descendue de N’/K et lextension galoisienne D/Q est
X

solution du probléme de plongement (L/Q, ¢).
X 2
Signalons que le polyndme minimal sur Q de’¢élement X + <—v—(;)—> a pour terme

constant un entier de 77 chiffres.
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