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SUR LE PRODUIT TENSORIEL D’ALGEBRES

MOHAMED TABAA

Abstract

Leto:A — B and p: A — C be two homomorphisms of noetherian rings such that B ®4 C is
a noetherian ring. We show that if o is a regular (resp. complete intersection, resp. Gorenstein,
resp. Cohen-Macaulay, resp. (S,), resp. almost Cohen-Macaulay) homomorphism, so is 0 ® Ic
and the converse is true if p is faithfully flat. We deduce the transfer of the previous properties of
B and C to B ®4 C, and then to the completed tensor product B &4 C.If B ®4 B is noetherian
and o is flat, we give a necessary and sufficient condition for B ® 4 B to be a regular ring.

1. Introduction

Tous les anneaux considérés sont supposés commutatifs et unitaires. Les nota-
tions sont celles de [8].

Rappelons ([8], 7.3.1) que si 0: A — B un homomorphisme d’anneaux
noethériens, on dit que o est régulier s’il est plat et si pour tout idéal premier
p de A la k(p)-algébre B ®4 k(p) est géométriquement réguliere, et que o
est d’intersection complete (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay,
resp. (S,), resp. presque de Cohen-Macaulay) s’il est plat et si pour tout
idéal premier p de A I’anneau B ®4 k(p) est d’intersection complete (resp.
de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (S,), resp. presque de
Cohen-Macaulay).

Dans ce qui suit nous montrons que, si 0:A — B et p:A — C sont
deux homomorphismes d’anneaux noethériens tels que B ® 4 C soit un anneau
noethérien, alors o ® I est régulier (resp. d’intersection compléte, resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. (S,), resp. presque de Cohen-
Macaulay) si o ’est; et que la réciproque est vraie si p est fidelement plat.
On en déduit, en particulier, que si o est plat, alors B ®4 C est un anneau
d’intersection complete (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si B
et C le sont, et il est presque de Cohen-Macaulay si I’'un des anneaux, B ou
C, est de Cohen-Macaulay et I’autre est presque de Cohen-Macaulay.

Si A est un corps, on retrouve le Théoreme 2 de [15] si B et C sont des
anneaux de Gorenstein, le Théoréme 2.1 de [6] si B et C sont des anneaux
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de Cohen-Macaulay et le Théoreme 6 de [14] si B et C sont des anneaux
d’intersection complete (resp. vérifient (S,)).

Comme application, nous montrons que si ¢ et p sont deux homomorph-
ismes locaux d’anneaux locaux noethériens et si le corps résiduel de C est
de rang fini sur celui de A, alors le produit tensoriel complété B &4 C est
régulier si I’homomorphisme o est formellement lisse et C est régulier, et il
est d’intersection complete (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si
o estplat et B et C le sont, et il est presque de Cohen-Macaulay si o est plat
et si ’un des anneaux, B ou C, est de Cohen-Macaulay et I’autre est presque
de Cohen-Macaulay.

Sio estplatet B®4 B estun anneau noethérien, nous montrons que B® 4 B
est régulier si et seulement si B est régulier et o est régulier.

Dans toute la suite nous utilisons librement les résultats de [13] et de [2],
et I’homologie d’ André-Quillen telle qu’elle est définie dans [1].

2. Résultats

ProPOSITION 2.1. Soit 6: A — B un homomorphisme d’anneaux noethériens.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) L’homomorphisme o est régulier (resp. d’intersection complete).

ii) L’homomorphisme o est plat et Hi (A, B, k(q)) = 0 (resp. Hy(A, B,
k(q)) = 0) pour tout idéal premier g de B.

DEMONSTRATION. Cas régulier: cf. [1] Supplément Théoreme 30.

Cas d’intersection complete: (cf. [12]) On utilise [1]. Soit q idéal premier de
Betp = o~ !(q). D’aprés le Corollaire 5.27, la Propositon 4.54, 1a suite exacte
associée aux homomorphismes k(p) — B,/pB, — k(q) et d’apres la Pro-
position 7.4, on a Hy(A, B, k(q)) = H3(B,/pB,, k(a), k(q)); I’équivalence
résulte donc de la Proposition 6.27.

LEMME 2.2. Soient 6: A — B et p: A — C deux homomorphismes d’ann-
eaux, ) un idéal premier de B @4 C et q = (Iy @ p)~'(Q). Si o est plat,
alors on a l’isomorphisme

H, (A, B, k(q)) Qi) k(L) = H,(C, B Q4 C, k(Q)).

DEMONSTRATION. En effet, d’apres le Lemme 3.20 de [1] on a H,(A, B,
k(a)) Qi) k(L) = H,(A, B, k(L)) et d’apres la Proposition 4.54 de [1] on
aH,(A, B,k(Q)) = H,(C, B®y C, k(L));d ot le Lemme.

THEOREME 2.3. Soient 0: A — B et p: A — C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ®4 C est un anneau noethérien.
Alors:
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a) Sio estrégulier, ilenestde mémedeo @Ic: C — BR4C, laréciproque
est vraie si o est plat et “ p est surjective.

b) Si les fibres de o sont des anneaux d’intersection compléte (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifient (S,)), il en est de
méme de celles de o ® I¢; la réciproque est vraie si “ p est surjective.

DEMONSTRATION. a) Supposons que ¢ est un homomorphisme régulier,
alors il est plat et par suite 0 ® I est plat. L’implication résulte alors de la
Proposition précédente en tenant compte du Lemme précédent.

Réciproquement, d’apres la Proposition (I, 3.6.1) de [9], I’application ¢ (o ®
I¢) est surjective. La réciproque résulte aussi de la Proposition précédente en
tenant compte du Lemme précédent.

b) 1) Supposons d’abord que o est un homomorphisme d’intersection com-
plete, le méme raisonnement que dans le cas précédent montre que o ® I est
un homomorphisme d’intersection complete.

i) Supposons maintenant que les fibres de o sont des anneaux d’intersection
complete (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifient (S,)).
Posons D = B ®,4 C et soit r un idéal premier de C. L’anneau D ®, k(r) =
(B®4C)®ck(r)estisomorphe a B&4k(r). Soith = p~1(v). Donc DQ@ck(x)
est isomorphe a (B ®4 k(b)) Q) k(r). Comme I’homomorphisme k(p) —
k(r) est d’intersection complete, il résulte du cas précédent appliqué aux ho-
momorphismes k(p) — k(t) et k(p) — B ®4 k(p) que ’homomorphisme
B®ak(p) = (BRak(p)) Q) k(r) est d’intersection complete. On en déduit
que I’homomorphisme B ®4 k(p) — D ®c k(r) est d’intersection complete
(resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. (S,)) et que par suite
D ®c k(r) est un anneau d’intersection complete (resp. de Gorenstein, resp.
de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (S,)).

Réciproquement, soit p un idéal premier de A et soit v un idéal premier de
C tel que p = p~!(r). Lhomomorphisme k(p) — k(r) est fidelement plat,
il en est de méme de I’homomorphisme B ®4 k(p) — D ®c k(r). Donc
B ®4 k(p) est un anneau d’intersection complete (resp. de Gorenstein, resp.
de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (S,)).

REMARQUES 2.4. 1) Si I’homomorphisme p est fidelement plat alors 1’ap-
plication ¢ p est surjective et si de plus o ® I¢ est plat alors o est plat.

ii) Dans [4], [5], [3], on trouve des résultats sur le changement de base pour
les homomorphismes qu’ils ont défini.

PrOPOSITION 2.5. Soient 6: A — B et p: A — C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B @ o C est un anneau noethérien et
que o est régulier (resp. d’intersection complete, resp. de Gorenstein, resp. de
Cohen-Macaulay, resp. (S,)). Si C est un anneau régulier (resp. d’intersection
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complete, resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (S,)) il
en est de méme de B ® 4 C; la réciproque est vraie si o est fidelement plat.

DEMONSTRATION. D’apres le Théoréme précédent, I’homomorphisme o ®
I est régulier (resp. d’intersection complete, resp. de Gorenstein, resp. de
Cohen-Macaulay, resp. (S,,)); d’ou I'implication. La réciproque résulte du fait
que o ® I¢ est fidelement plat.

On en déduit que si k est un corps et si B ®; C est un anneau noethérien
alors B ®; C vérifie (S,) si B et C la vérifient.

COROLLAIRE 2.6. Soit k un corps. On suppose que B ®; C est un anneau
noethérien et que pour tout idéal maximal n de C, k(n) est séparable sur k. Si
B et C sont réguliers alors B ®;, C est régulier.

DEMONSTRATION. Pout tout idéal maximal n de C, k(n) est séparable sur
k et C,, est régulier, donc C,, est géométriquement réguliere sur k. Le résultat
découle donc de la Proposition précédente puisque I’ homomorphisme k — C
est régulier.

Si C estrégulier, il peut se faire que k(11) soit s€parable sur k pour tout idéal
maximal 11 de C sans que k(1) soit séparable sur k pour tout idéal premier r de
C [7, Theorem 2.11]. En effet, soient k un corps non parfait de caractéristique
p > 0,aunélémentde k—k”, A1’anneau de polyndmes k[ X, Y] et C I’anneau
local de A en I’'idéal maximal engendré par X et Y. L’anneau C est régulier et
son corps résiduel est s€parable sur k. Soit f le polyndme Y? —aX?. Comme
a ¢ k, f estirréductible dans A. Notons p 1’idéal premier de A engendré par
f etr l’idéal premier pC de C. Montrons que k(r) n’est pas séparable sur k.
Le corps k(r) s’identifie canoniquement a k(p) donc il suffit de montrer que
k(p) n’est pas séparable sur k. Si x et y sont les images respectives de X et Y
dans A/p, on a bien ()XC)I’ € ket > ¢ k. Donc k(p) n’est pas séparable sur k.

ProprosITION 2.7. Soient 6: A — B et p: A — C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B @4 C est un anneau noethérien.
Si o est plat alors B @4 C est un anneau d’intersection complete (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si B et C le sont.

DEMONSTRATION. Si B est un anneau d’intersection compléte (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) alors o est un homomorphisme d’inter-
section complete (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). Le résultat
découle donc de la Proposition 2.5.

PrOPOSITION 2.8. Soient 0: A — B et p: A — C deux homomorphismes
locaux d’anneaux locaux noethériens. On suppose que le corps résiduel C /n
de C est de rang fini sur le corps résiduel A/m de A.
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a) Si I’homomorphisme o est formellement lisse et C est régulier alors
U’anneau semi-local B ® 4 C est régulier.

a) Sio est plat alors B ® 4 C est un anneau d’intersection compléte (resp.
de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si B et C le sont.

DEMONSTRATION. Cas ol B est complet. On utilise la Proposition (0,
7.7.10) de [9]: Posons E = B &4 C. D’apres i) E est semi-local noeth-
érien. Montrons que c’est un anneau régulier (resp. d’intersection complete,
resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). Soit £ un idéal maximal
de E. D’apres ii) £ est au dessus de 1. Pour montrer que Eq est régulier
(resp. d’intersection complete, resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay)
il suffit de montrer que (E/nE)g est régulier (resp. d’intersection complete,
resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) puisque C ’est et d’apres iii)
E est un C-module plat. D’apres ii) E/nE est isomorphe a B ®4 (C/n).
Donc b) résulte de la Proposition 2.7. D’autre part B ®4 (C/n) est iso-
morphe a (B/mB) @4/ (C/n) donc a) résulte de la Proposition 2.5 puisque
I’homomorphisme A/m — B/mB est régulier.

Cas général. L’anneau B ®, C s’identifie a B &, C. 11 suffit d’appliquer
le cas précédent aux homomorphismes A —> B —> B et p. Dans a)
I’homomorphisme A 2> B —> B est formellement lisse et dans b) B
vérifie la méme propriété que B.

ExaMpLES 2.9. Les deux exemples suivants montrent que les résultats
précédents tombent en défaut si les homomorphismes ne sont pas plats.

On prend pour A un anneau de valuation discréte complet, 7 une uniform-
isante de A et k son corps résiduel.

i)Si B =ketC = A[[X]]/(X?—m) ou X estindéterminée sur A, alors B et
C sontdes anneaux locaux réguliers et la k-algebre B® 4k est géométriquement
réguliere, mais les anneaux B ®4 C et B ®4 C qui sont isomorphes, d’apres la
Proposition (0, 7.7.9) de [9], ne sont pas réguliers car B ®4 C est isomorphe
ak[[X11/(X?).

ii) Si B = A[[X, Y]]/(X?> — 7, XY) ou X et Y sont deux indéterminées
sur A et C = k, les anneaux B et C sont des anneaux locaux d’intersection
complete, mais les anneaux B ®4 C et B ®4 C ne sont pas des anneaux de
Cohen-Macaulay car ils sont isomorphes a k[[ X, Y]]/(X?, XY).

ProposITION 2.10. Soit 6: A — B un homomorphisme d’anneaux noeth-
ériens. On suppose que B ® 4 B est un anneau noethérien et que o plat. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) L’anneau B est régulier et I’homomorphisme o est régulier.

i) L’anneau B @ o B est régulier.
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DEMONSTRATION. i) = ii) Cela résulte de la Proposition 2.5.

ii) = i) Supposons B ® 4 B régulier. L’homomorphisme o est plat donc o ®
I est fidelememt plat et par suite B est régulier. Montrons que o est régulier.
Soit q un idéal premier de B. Comme H, (A, B, k(q)) = H|(B, B®4 B, k(q))
il suffit de montrer que H,(B, B ®4 B, k(q)) = 0. On a la suite exacte

Hy(B ®4 B, B, k(1)) > Hi(B, B®a B, k(1)) > Hi(B, B, k(1))

associée a la factorisation p o (0 ® Ig) = Ig, ou p: B ®4 B — B est
I’homomorphisme canonique défini par p(b ® b') = bb'. D’apres [1, Sup-
plément, Proposition 32] on a Hy(B ®4 B, B, k(q)) = 0. Donc H{(B, B ®4
B,k(q)) =0carona H,(B, B,k(q)) =0.

COROLLAIRE 2.11. Soient K un corps et L une extension de K. On suppose
que l'anneau L Qg L est noethérien. Alors L @k L est un anneau régulier si
et seulement si L est séparable sur K.

DEMONSTRATION. En effet, ’homomorphisme K — L est régulier si et
seulement si L est une extension séparable de K.

3. Cas Presque Cohen-Macaulay

Suivant ([11], 1.5) on dira qu’un anneau noethérien A est presque de Cohen-
Macaulay si dim(A,) < prof(A,) + 1 pour tout idéal premier p de A.

I1 est clair que si A est presque de Cohen-Macaulay alors, pour tout idéal
premier p de A, A, est presque de Cohen-Macaulay; et d’apres ([11], 2.6), A
est presque de Cohen-Macaulay, si et seulement si, dim(A,,) < prof(A.,)+ 1
pour tout idéal maximal m de A.

Le résultat suivant est une variante de la Proposition 2.2 de [10] qui dis-
tingue les anneaux presque de Cohen-Macaulay des anneaux considérés dans
le paragraphe précédent.

LEMME 3.1. Soient 6: A — B un homomorphisme local d’anneaux locaux
noethériens et m l’idéal maximal de A. On suppose que 0: A — B est plat.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) L’anneau B est presque de Cohen-Macaulay.
b) L’un des anneaux, A ou B/mB, est de Cohen-Macaulay et I’autre est
presque de Cohen-Macaulay.

DEMONSTRATION. b) = a) Il suffit d’appliquer les deux égalités

dim B = dim A + dim B/mB,
prof B = prof A 4 prof B/mB.
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a) = b) Par hypothese, on a dim B < prof B 4 1; d’ou
dim A + dim B/mB < prof A + prof B/mB + 1,

et comme prof A < dim A et prof B/mB < dim B/mB donc, dimA =
prof A et dim B/mB < prof B/mB + 1, ou, dim B/mB = prof B/mB et
dim A < prof A + 1.

L’exemple suivant donne une réponse a la question 2.3 posée par Ionescu
dans [10].

ExXEMPLE 3.2. Soient k un corps, R I’anneau k[ X, Y]/(Xz, XY)etST'an-
neau k[X, Y, U, V]/(X?, XY, U?, UV). Lhomomorphisme canonique R —
S est plat car ’homomorphisme R — R ®; R estplatet S s’identifie 2 R ®; R.
Soient A I’anneau local de R en I’idéal maximal (x, y) et B celuide S en I’idéal
maximal (x, y, u, v). L’homomorphisme induit A — B est local et plat. On
vérifie que xu annule I’idéal (x, y, u, v) etque xu # 0. Donc prof B = 0 et par
suite prof A = prof B/mB = 0. D’autre part on a dim A = dim B/mB =1
et dim B = 2. Donc les anneaux A et B/mB sont des anneaux presque de
Cohen-Macaulay mais B ne I’est pas.

Pour les homomorphismes presque de Cohen-Macaulay on a

ProrosITION 3.3. Soient 6: A — B et p: A — C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ® 4 C est un anneau noethérien. Si
les fibres de o sont presque de Cohen-Macaulay il en est de méme de celles
de o ® I¢; la réciproque est vraie si ® p est surjective.

DEMONSTRATION. Soient t un idéal premier de C et p = p~!(r). L’homo-
morphisme k(p) — k() est de Cohen-Macaulay donc, d’apres le Théoreme
précédent, I’homomorphisme B ®4 k(p) — (B ®4 C) Q¢ k(r) ’est aussi;
I’implication résulte alors du Lemme précédent. La réciproque en résulte aussi
puisque I’homomorphisme est fidelement plat.

ProrosITION 3.4. Soient 0: A — B et p: A — C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B @ 4 C est un anneau noethérien et
que o est plat. Si pour tout idéal maximal 9t de B @4 C ['un des anneaux,
B, ou C,, ot q et x sont les images réciproques respectives dans B et C, est
de Cohen-Macaulay et I’autre est presque de Cohen-Macaulay alors I’anneau
B ®4 C est presque de Cohen-Macaulay.

DEMONSTRATION. L’anneau (B ®4 C)y, s’identifie a un anneau de frac-
tions de By ®4, Cy, ou p est I'image réciproque de It dans A. Donc on se
ramene au cas ou ’un des anneaux, B ou C, est de Cohen-Macaulay et 1’autre
est presque de Cohen-Macaulay.
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Supposons que B est un anneau de Cohen-Macaulay (resp. presque de
Cohen-Macaulay); alors dans ce cas, la conclusion découle du Lemme pré-
cédent puisque o est un homomorphisme de Cohen-Macaulay (resp. presque
de Cohen-Macaulay) et par suite, d’apres le Théoreme précédent (resp. la
Proposition précédente), o ® I 1’est.

ProprosITION 3.5. Soient 6: A — B et p: A — C deux homomorphismes
locaux d’anneaux locaux noethériens. On suppose que le corps résiduel de C
est de rang fini sur celui de A. Si o est plat alors I’anneau B ® 4 C est presque
de Cohen-Macaulay si l'un des anneaux, B ou C, est de Cohen-Macaulay et
l'autre est presque de Cohen-Macaulay.

DEMONSTRATION. On raisonne comme dans la Proposition 2.8: Si B est un
anneau de Cohen-Macaulay (resp. presque de Cohen-Macaulay) on utilise la
Proposition 2.7 (resp. 3.4) puis le Lemme précédent.

L’exemple suivant montre que les deux Propositions précédentes tombent
en défaut si les deux anneaux (locaux) sont presque de Cohen-Macaulay.

EXEMPLE 3.6. Soient k un corps, B I’anneau local de k[X, Y]/(X?, XY)
en I’idéal maximal (x, y), C celui de k[U, V]/(U?, UV) en I’idéal maximal
(u, v). Les anneaux B et C sont presque de Cohen-Macaulay et B ®; C est no-
ethérien. Notons D I’anneau B®; C, rI’'idéal maximal (x, y)®;C+ B®; (i, v)
de D, E I’anneau B®,C et T I’anneaulocal de k[ X,Y,U,V1/(X>,XY,U>,UV)
en I’idéal maximal (x, y, u, v).

1) L’anneau D, est isomorphe a T donc D n’est pas un anneau presque de
Cohen-Macaulay.

ii) L’anneau E est complet donc rE est contenu dans son radical, et rE
est un idéal maximal de E car E/tE est isomorphe a D/r. Donc E est un
anneau local et r E est son idéal maximal. L’homomorphisme D — E est plat.
Donc I’homomorphisme induit D, — E est local et plat. D’apres le Lemme
précédent, E n’est pas un anneau presque de Cohen-Macaulay car D, ne I’est
pas.

REMERCIEMENT. L’auteur tient a remercier le rapporteur pour ses remar-
ques.
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